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Foreord

Dette heefte er vokset fra noter oprindeligt skrevet af forskellige forfattere til
kurset DatA, som senere blev til DatK, hovedsageligt Poul Jgrgensen (PJ),
Niels Christian Nielsen (NCN) og undertegnede. PJ og NCN er de oprindelige
forfattere af kapitlet om linesere systemer, mens NCN skrev om Fouriertrans-
formationen. Undertegnede skrev resten, og har siden lagt mere stof til, sasom
funktionsevaluering og digital signalbehandling, som forekom mig interessant,
selvom der aldrig har veeret gvelser i disse emner (endnu). Jeg har modificeret
kapitlerne skrevet af andre i nogen grad, men de beaerer fortsat praeg af PJ og
NCN.

Der er intet stikordsregister, men det er mit hab, at Indholdsfortegnelsen
er tilstrackkelig til at man kan finde det man leder efter uden besveer.

Denne udgave er ret kraftigt renset for fejl og generelt revideret. Den ggr
derfor tidligere udgaver forzeldet.

Dieter Britz
Juli 2010
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Kapitel 1

Introduktion

1.1 Sprog

I kurset DatK gives en elementeer introduktion til de vigtigste hovedpunkter
inden for numerisk regning. Pa nuveerende tidspunkt er der tre computersprog,
der er velegnede til videnskabelige beregninger: Fortran, Pascal og C++.
Fortran (nu den moderniserede Fortran 90/95) har veeret standardspro-
get 1 mange ar, og der findes en stor maengde effektive underprogrammer,
der er skrevet (og afprovet) af fagfolk. Fortran er det sprog, vi benytter i
DatK. Pascal og C++ har det fortrin, at deres oversaettere til en PC er meget
billigere end dem for Fortran 90/95. Dog kan man, hvis man arbejder un-
der Linux, helt gratis downloade Intels Fortran 90/95 oversaetter, som virker
upaklageligt. Pascal velges ofte til graensefladecomputere i forbindelse med
instrumenter, og Pascal anses af nogle for at veere et bedre struktureret sprog;
men de overser ofte de seneste drastiske forbedringer i Fortran 90/95, som
nu er naesten lige sa elegant et sprog som nogle andre. I den seneste tid er C++
blevet populeer, men efter forfatterens mening er C++ ikke sa let at lsere som
de to andre sprog. Der findes nu ogsa sproget Java, men det er ikke teenkt til
numerisk regning. Konklusionen er, at vi bruger Fortran 90/95 i DatK. Det
forholder sig ligesom med talte sprog: Nar man har laert det forste fremmed-
sprog, gar det nemmere med det naeste. Sa hvis der er behov for det, kan en
Fortran-programmgr let selv laere sig et andet programmeringssprog.

1.2 Pracision og afrunding

[ Fortran 90/95 (og andre computersprog) er der mange forskellige former
for tal eller variabler; der er f.eks. hele tal og reelle tal. Ved anvendelse af he-
le tal er der seerlige problemer ved division. Saledes udregnes 1/2 som 0, det
nezermeste, lavere hele tal. Multiplikation af hele tal er altid eksakt, forudsat at
begrzensningen til et helt tals stgrrelse ikke overskrides. Nar det angar reelle
tal, er der almindeligvis mindre fejl i en computers repraesentation af et tal.
Ligesom tallet, der angiver 1/3, eller 0,333... udtrykt med et begreenset antal
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2 KAPITEL 1. INTRODUKTION

decimaler i decimalsystemet, har en lille fejl, saledes er der almindeligvis ogsa
en lille fejl i en computers bingere system med dens begreensede antal binge-
re cifre. Nar to sadanne tal pavirker hinanden (addition, multiplikation osv.),
vil resultatet ogsa indeholde en lille fejl. Denne kaldes en afrundingsfejl. Et
givet reelt tals preecision er bestemt af antallet af bineere cifre tilknyttet det
pageldende tal. Almindelige maskiner har en preaecision pa ca. 6-7 decimaltal
eller 11 10° — 107. Afrundingsfejlen er saledes ca. 107% eller 10~7 gange selve
den egentlige veerdi. Dette er det vigtigt at huske. F.eks. vil to reelle tal naeppe
nogensinde vere ganske ens, selv om vi maske kunne tro det. Hvis vi f.eks.
adderer 0,01 til sig selv mange gange, vil vi forvente, at summen pa et tids-
punkt bliver 1 (100 additioner begyndende ved 0). Men pa grund af afrunding
vil summen imidlertid ga forbi 1 ved en eller anden lille fejl. Sa en slgjfe, der
skal terminere, nar summen = 1, vil aldrig gere det. Betingelsen ma udtryk-
kes anderledes, f.eks. |sum — 1| < ¢, med € veerende et lille tal (mindre end
0,01 i dette tilfeelde). Der findes teknikker til at minimere akkumuleringen af
afrundingsfejl, og disse vil blive diskuteret i Fortran-delen af kurset.

En udmsaerket gennemgang af tal og deres praecision findes i rapporten af
Lofstedt [1].

1.3 Fejlfinding

Det er sjeeldent, at programmer kgrer korrekt fgrste gang. Nar et program
er kommet gennem oversaetteren - dvs. nar det er syntaktisk korrekt - kan
der stadig veere fejl, eller “lus”. Nogle vil dukke op, nar programmet kgrer.
Den Fortran 90/95 compiler, der bruges i DatK forteller omtrentlig, hvad
problemet er, men siger ikke noget om, hvor i programmet fejlen er indtruffet.

En ganske simpel made at finde fejl pa er at indssette udskriftsmeddel-
elser pa strategiske steder i programmerne. Det kan blot veere meddelelser
som "Er nu ved pkt A" og/eller udskrivning af mistaenkte variablers veerdi-
er. Dette vil groft indkredse det omrade, hvori fejlen ligger, og man kan sa
indsaette flere udskriftsmeddelelser i det afsnit osv. Det er (seedvanligvis) hur-
tigt at lokalisere en fejl pa den made. Udskriftsseetningerne fjernes selviglgelig
igen bagefter, eller - hvis man er usikker - kan man lave dem om til kommen-
tarer, som er lette at reaktivere.

1.4 Taylor-raekker

Dette er en pamindelse om den meget nyttige Taylor-udvikling. Hvis vi har en
funktion og kender dens veerdi og dens afledte ved z, sa er funktionens veerdi
ved z + h (h normalt lille i forhold til =) givet ved

Fla 1) = £(o) 4 @) + ) + ) (1)
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hvor f'(z), f"(x) betyder funktionens forste, anden, ... afledte med hensyn
til . Ved  — h har vi tilsvarende

Flo = h) = o) = hf' (@) + o 1) — o ) (1.2

Disse to udtryk fgrer til nogle nyttige resultater. Bemeaerk, at disse uendelige
serier i praksis altid er trunkeret (skaret af) et sted. Sandsynligvis er h lille,
og fejlen, der skyldes trunkering, vil saledes veere lille.

Lige som med en enkelt funktion, kan Taylorrackken anvendes til at udtryk-
ke forskydning af et helt saet funktioner. Lad sadan et saet veere ligninger for
seettet af variablerne xq, s, ..., xy (eller, i vektornotation, x ), og vi har N
funktioner f;,i =1...N. Lad hq, he, ..., hy (eller vektoren h) veere et seet af-
stande fra et givet st x, dvs. seettet x4+ h. Der findes nu en Taylorekspansion
for hele funktionssaettet x + h med udgangspunkt fra x:

df1 df1 dfi
fix+h) = fi(x )+h18 1+h28x2+h38x3
B 0fs 0 fs 0fs
f2<X+h) - f( )_'_hlal h28$’2 h38$3+
(1.3)
fnv(x+h) = fN(x)+hlgf +hzgf2 +hgg‘£3

hvor vi kun gik sa langt som de forste afledte. Det ovenstaende kan skrives i
den mere kompakte vektor-matrixform,

f(x+h)=f(x)+J-h (1.4)
hvor J, Jacobian er givet ved

ofi  9Of of1
al’l 6262 aZL‘N

Ofy Ofy  Ofy
8201 8$’2 o aZL‘N

1.5 Fejlorden

Nar man approksimerer noget (et integral, en interpolation, et derivat eller
en lpsning af en differentialligning mm.), deler man en kontinugert variabel i
diskrete intervaller oftest betegnet med h. Approksimationen er sa behaeftet
med en fejl e, og den er en funktion af h’s stgrrelse. Funktionen er en raekke
af potenser i h

e=ah?+bh?+ ... (1.6)
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hvor p er den laveste potens hvis koefficient er forskellig fra nul. Eftersom h er
normalt en lille stgrrelse, har de hgjere potenser i reekken mindre betydning,
sa p er dominerende. En god approksimation for fejlen er derfor

e~ ah?. (1.7)

Vi kender normalt ikke koefficienterne, og de er heller ikke vigtige. Det der er
vigtigt er den sakaldte orden af fejlen, eller potensen der dominerer den, her
2. Man udtrykker fejlen i ligning (1.7) som

e=0O(h?). (1.8)

Det er denne orden, der er af storste interesse i approksimationer. Hvis orden
er lig med p, og man prever at forbedre approksimationen ved fr. at halvere
h, sa ved vi fra (1.8), at det deler fejlen, hvad ellers den var, med 27, osv..

Estimering af orden

Sommetider er det usikkert, men godt at vide, hvilken orden en vis fejl har
med hensyn til en variabel, som for eksempel et interval. Der er flere metoder
for at bestemme denne orden med.

Approksimationer som derivater eller integraler beregnes ofte ud fra data-
punkter med visse afstande eller intervaller h. Ordenen af fejlen er sa O(h?),
og det geelder at finde p. Lad os kalde den beregnede maengde u(z, h), dvs.
veerdien u ved x beregnet med intervallerne h.

Hvis vi har en eksakt lgsning, kender vi fejlene e(h). I sa fald beregner vi
e(h) for dette interval og igen for ah, som giver den nye fejl e(ah). Oftest
veelger man a = 2. Vi kan skrive lgsningen i formen

u=u+ah?+bh?+... (1.9)
eller, da p dominerer, mere enkelt
u=1u+ah? (1.10)

hvor @ er den sande lgsning.
Hvis vi kender u, er det nemt. Vi udfgrer to beregninger; den fgrste med
interval h og derefter en med 2h. Sa har vi to resultater

up, = U+ ah?

. (1.11)
Uop, = U + a 2P h?
og kan kombinere dem til
— P P
Yon =0 _ 02 W _ o (1.12)

up,— 0 ahp
hvilket giver os p,
p=1In(27)/In2 . (1.13)
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Hvis vi ikke kender den eksakte lgsning, er der en anden metode, fundet af
Osterby [2], der benytter sig af tre estimater. Ud over beregning med h og 2h,
udfgrer vi nu en tredje med 4h. Sa gaelder

u4h:ﬁ+a4php (114)
og vi kan beregne forholdet

Ugp, — Uz, (4P —2P)ah?
Ugp —up (2P —1)ahp

(1.15)

som atter giver os 2P.

Har man fundet p, kan man forbedre metoden, og eliminere denne fejlterm,
sa at fejlordenen rykker op til den neeste potens, her ¢, og derved mindsker
man fejlen, ofte betydeligt. Se senere, under Romberg integration, s. 21 og
ekstrapolation, s. 33.

1.6 Approksimationer til derivater

Numerisk differentiering er tit af interesse, nar vi har at gore med en kompli-
ceret evaluering af en funktion, som ikke umiddelbart kan differentieres alge-
braisk. Det kan veere en sum af terme eller punkter i en series, som er givet.
Vi kan fa forskellige approksimationer for bade forste og anden derivater ud
fra Taylorraekkene (1.1) og (1.2). Der er tre forskellige approksimationer til
df/dz. Bruger vi (1.1), sa far vi

df _fla+h)—f(z) h
dz ~ h 2

Fz) — ... (1.16)

hvilket af indlysende grunde kaldes en fremad differens. Bruger man i stedet
(1.2), far man den baglaense differens

dif(l‘)—f(l‘—h) h//
e - +§f (x)—.... (1.17)

Begge er O(h), som kan ses. Bruger vi begge ligninger, og traekker (1.2) fra
(1.1), far vi

df _ fa+h) = fla=h) I

- o o)~ (1.18)

hvilket ses at veere O(h?), da termen i h dropper ud. Denne form er den centrale
differens og er den mest ngjagtige af de tre.

Ved at leegge de to Taylorreekker sammen, far vi et nyt resultat, nemlig en
approksimation for andet derivat:

deNf(l‘+h)—2f(:L‘)+f(:L‘—h) h? "
o~ - ) - (1.19)
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som er den centrale formel for andet derivat og ogsa er O(h?).

Det er muligt at fa bedre, dvs., hgjre-orden, approksimationer for disse
derivater ved at bruge flere punkter; man kan endda beregne sadanne fler-
punktsderivater pa punkter med forskellige intervaller imellem dem; men det
gar ud over rammen her.



Kapitel 2
Rodsggning

Opgaven bestar i at finde, for en funktion f(x), den z-veerdi (rod) eller de z-
veerdier, hvor f(x) = 0. Lgsningsmetoden afhaenger af, hvad man ved om f(x).
Af de eksisterende metoder bliver de fglgende fire beskrevet: binger sggning,
regula falsi, Newtons metode samt en iterativ metode.

2.1 Bineer sggning

Forst skal man, som vist i Fig. 2.1, finde de to punkter a og b, som ligger pa
hver sin side af lgsningen, © = «, saledes at f(a) < 0 og f(b) > 0. Dette er ofte
uden besveer. Sa begynder man at indsneevre omradet [a, b]. Proceduren er at
beregne funktionen ved midtpunktet mellem a og b:

Tmia = 5(a+b). (2.1)

Hvis f(2mia) ligger under nul-linjen, dvs. f(Zmia) < 0, sa flyttes a til @a;
hvis f(Zmiq) > 0, sa flyttes b til x,,,4. Denne proces (dette trin) gentages indtil
omradet [a,b] (som bliver ved med at omgive z = ) er tilstraekkelig sneaever.
Man skal definere sig en passende stgrrelse, €, man er tilfreds med, og den
definerer sa den ngjagtighed, hvormed « er blevet fundet. Dwvs. man ender
processen, nar |a — b| < € og afleverer roden o + ¢.

f(x)

Q

e

|
|
|
|
|
|
|
l
a x‘ml d b

Figur 2.1: Bineer sggning
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Figur 2.2: Regula falsi

Ovennaevnte beskrivelse kan formaliseres med folgende algoritme:
1. Find a og b, hvor f(a) <0 og f(b) >0
2. Beregn Zmiq = 3(a+b)

Hvis f(zmia) < 0, a4 < Tpmid
ellers b «— Tpmia

4. Hvis |a — b| > €, gentag fra 2.

Eftersom man halverer omradet [a, b] ved hvert trin, er det forudsigeligt, hvor
mange iterationer (gentagelsestrin) man skal udfgre for at opna et interval e:
det er log, (Ja — b|/¢). Denne metode konvergerer forholdsvis langsomt, men
for "paene” f(x) er den meget robust; dvs. den vil altid finde lgsningen, «.

2.2 Regula falsi

Denne er en variant af binger sggning og konvergerer (lidt) hurtigere. Der star-
tes med et par, a og b, ligesom med binger sggning. Som vist i Fig. 2.2, finder
man nu punktet zo, hvor f(zo) = 0 pa den rette linje trukket fra f(a) til f(b).
Simpel geometri giver, at
b) —b
2y = L) —bf(a) (2.2)
f(b) = f(a)

Denne xy bliver nu behandlet pa samme made som under binger sggning. Al-
goritmen er:

1. Find a og b, f(a) <0 og f(b) > 0.
2. Beregn

Hvis f(z0) <0, a «— xg
ellers b «— xg
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4. Hvis |a — b| > ¢, gentag fra 2.

Metoden er lige sa robust som binger sggning (for peene funktioner), men noget
hurtigere til at konvergere.

2.3 Newtons metode

Denne metode er en af de hurtigst konvergerende - nar den virker, hvilket ikke
altid er tilfeeldet. Reglen er, at man nok burde kende en rimelig approksimation
til den rod, der skal findes, og at funktionen skal veere pzen i dette omrade.
Hvis dette er givet, konvergerer metoden meget hurtigt. I gvrigt skal man
kunne differentiere f(x) mht. z, men det kan man altid (se afsnit 2.4).

Der er to mader at forklare metoden pa; en geometrisk og en algebraisk.
I Fig.2.3 har vi et forelgbigt bud pa roden, x = x,,, som vi har fundet efter
n trin. Vi vil nu forbedre den til den nye veerdi z,,,. Vi tegner tangenten til
funktionen ved x,, og den skeerer z-aksen ved x,, 1. Det er indlysende, at

(2.3)

som giver igen

f (@) (2.4)

n

Det tilsvarende algebraiske argument gar ud fra Taylorraekken: Vi har x,, og
vil finde z,, + 0x = x,, 11, saledes at f(x,41) = 0. Taylorrackken giver
/ 5'1‘2 "
fzn + d6x) = f(z,) + Sz f'(z,) + o (Tn) + ... (2.5)

Vi seetter f(z, + 0x) = 0 og ser bort fra led med hgjere potenser end dx:

0 = flwn) +02f ()
0x = —f(zn)/f'(2n) (2.6)

Figur 2.3: Newtons metode
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hvilket igen giver os den samme formel,
f(n)

Denne made at udlede metoden pa har den fordel, at den lettere kan udvides
til funktioner af flere variabler, dvs. et seet funktioner.

Tpil = Tp +0x =2, — (2.7)

Newtons metode med et szt funktioner

[ afsnit 1.4 beskrives Taylorraekken for et seet funktioner f;(x), i =1... N, for
hvilket vi har et sat bud pa rgdderne, x;, i = 1...N. Vi kom til approksima-
tionen

f(x+h)=f(x)+J-h (2.8)
hvor f er vektoren [f; fo ... fn], h er vektoren [dz; dxo ... dxn|T og J er
Jacobimatricen som defineret i afsnit 1.4. Analog med proceduren for en enkelt

variabel saetter vi f(x 4+ h) lig nul og far forbedringsvektoren h med

h=—-J" f(x) (2.9)
og derfor

Xpiy1 =Xp +h=x, —J ! f(x) (2.10)
Her, eftersom J er en matrix, skal den (i princippet) inverteres og inversen
ganges med f(x) (men i praksis lgser man ligningen J - h = —f(x) direkte for
h).

2.4 ”Besvearlige”funktioners derivater

Newtons metode benytter derivater. Man har ofte med funktioner f(z) at gore,
som ikke sa let bare kan evalueres. Det kan f.eks. vaere, at f(z) 1 sig selv er et
resultat af et indviklet regnestykke og at der ikke foreligger et udtryk for dets
derivat f'(x). I sa fald kan man approksimere f’(x) numerisk. Man veelger et
lille interval h og bruger approksimationen

f,(x)%f(l’ﬂLa);f(fﬁ—a)'

hvilket er illustreret i Fig. 2.4. Valget af h kraever lidt "fingerfglelse”; det skulle
helst veere sa lille som muligt, men hvis man velger det sa lille, at differen-
cen mellem de to funktionsveerdier nsermer sig deres preecision, bliver f'(x)
ungjagtig. Her er et eksempel. Vi approksimerer f'(x) ved x = 1 for funktio-
nen f(x) = e . Vikender f'(z): det er —e™!, eller —0.3678794. Her er en tabel
over approksimationerne for en raekke h-veerdier, ved at bruge enkelpraecision
i regnemaskinen (6-7 decimalers praecision).

(2.11)
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Figur 2.4: Numerisk differentiering

h 1/ (approx) fejl

10° -0.383400  -0.015521
1071 -0.368033 -0.000153
1072 -0.367880  -0.000000
107*  -0.367880  -0.000000
107*  -0.367761  0.000119
1075 -0.366569  0.001311
1075 -0.357628  0.010252
1077 -0.000000  0.367879

Bemeerk, at fra h > 1073 bliver approksimationen darligere og til sidst nul.
Normalt skal man eksperimentere sig frem, og muligvis bruge en hgjere regne-
praecision.

2.5 Invertering af funktioner
Mange funktioner kan let vendes om. For eksempel, hvis

y=f(zr)=e" (2.12)

og man vil finde x for en given y, er dette uproblematisk, fordi funktionen kan
omvendes til

x=—In(y) . (2.13)

Dette er imidlertid ikke altid tilfeeldet. I elektrokemien finder man f.eks. en
funktion af formen

y = ae"” + be™ (2.14)

og den kan ikke vendes om uden videre. Hvis vi nu alligevel gerne vil finde
en z-veerdi, der passer til en given y-veerdi (a, b, u og v antages som kendte
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parametre), skal vi bruge en sggemetode. Det ggr vi ved at omdanne opgaven
til et rodfindingsproblem: Vi skriver

f(z) = ae"® + be’™ —y (2.15)

og finder funktionens rod, hvor f(z) = 0.

2.6 Min/max sggning

Et relateret problem er at finde en funktions minimum eller maximum, se
Fig.2.5. Den nemmeste metode er at finde roden til f'(x), fordi min/maximummet
jo vil ligge et sted, hvor f’(x) = 0. Man skal altsa bare evaluere f’(x) og bruge
en af de fgr omtalte rodfindingsmetoder.

Figur 2.5: Funktion og dens derivat

Hvis funktionen er en multivariatsfunktion, f(z1,xs,...,zy) sa far man et
et : i, fhoe o S
,_ 0 .
fi: f(xlwer"'a:L‘N) 1=1...N (216)
&xi

for hvilket vi ogsa kan finde et s&t rodder som beskrevet.

2.7 7g-Metoden” - iterativ lgsning

Denne metode, ogsa kaldt iterationsmetode, er nogle gange nyttig til at finde
roden af en ikkelineser funktion. Lad funktionen (problemet) veere

f(x)=0 (2.17)
og lad os sige, at vi kan omordne funktionen til en anden form,

x=g(x). (2.18)
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Her har vi en implicit form af den forste. Hvis vi er heldige, kan fglgende
iterative formel bruges,

Tnt1 = §(Tn) (2.19)

dvs., vi seetter det nuveerende x,, ind i funktionen og far et forbedret geet x,,,1
ud af den.

En kendt anvendelse af denne metode forekommer i kemien, ved beregning
af koncentrationen af H™, nar en svag syre (syrekonstant K) er oplgst med
koncentration ¢ i vand. Det eksakte udtryk der skal bruges er

K=_Z

(2.20)

cC—X

hvor # = [HT]. Ofte tillader man sig at sige, at x nok er forsvindende i forhold
til ¢ (for sma K-veerdier), og sa forenkles udtrykket til

T
K=— 2.21
- (221)

dvs. direkte
z=vVKc. (2.22)
Men hvis den antagelse ikke gaelder, kan man anvende den iterative formel
Tor1 = VK (¢ —xy) (2.23)

startende med xy = 0. Et konkret eksempel: lad pK, = 2 (K = 0.01) og
¢ =0.1M. Sekvensen er:

21 = 1/0.01(0.1 —0) =0.001 = 0.03162

(
z5 = 1/0.01 (0.1 — 0.03162) = 0.02615
3 = 1/0.01 (0.1 — 0.02615) =0.02718 (2.24)
x4 = /0.01 (0.1 — 0.02718) = 0.02699
7 = 0.0270156 .

Det ses, at vi her undgar at lgse en andengrads ligning. Metoden er desuden
meget ”"lommeregnervenlig” - prgv selv; man behgver ikke indtaste mellem-
vaerdierne, kun konstanterne. Laeg ogsa maerke til, at en andengrads ligning
har to rgdder, og at vi her har set bort fra den anden rod, som er meningslgs
i denne sammenhaeng.

Denne metode bliver neevnt igen i kapitel 7 i forbindelse med lgsning af
lineaere systemer (Gauss-Seidel).
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2.8 Polynomier

Polynomier er et emne af seerlig interesse, og der er sezrlige metoder for at
finde deres rgdder.

Op til den fjerde grad findes der direkte analytiske metoder for at finde
rgdderne. Der er en velkendt formel for et andengrads polynomium, og Abra-
mowitz & Stegun [3] viser metoderne for tredje og fjerde graderne. Derefter
bliver det for sveert, og man griber til numeriske metoder. Der er dog undta-
gelser, i de tilfeelde, hvor man let kan finde en faktor (en rod), som funktionen
kan divideres med, som maske derefter kan lgses analytisk. Division med en
faktor er kaldt “deflation”.

I bogen Press & al. [4] er der praesenteret flere metoder for at finde poly-
nomiumsrgdder, hvoraf der er to, som er serligt anbefalet. Vi beskriver dem
her.

Laguerre-metoden
Lad polynomiet vaere P,(z), og det har rodderne x;,i = 1,...n:
P.(z)=(x—z)(x—22)...(x —z,) . (2.25)

Vi kender ingen af rodderne, men vi har et startgeet pa en af dem. Logaritmen
af funktionen er

In|P,(z)| =z — x| +Injzx — 2o + -+ In|z — x| (2.26)
som efter differentiering bliver til

dIn|P,(x)| 1 1 1
— _'_ _|_..._|_ —
dx T—1T] X — To T — Ty

G (2.27)

SR

hvor P! star for det forste afled af P,. Laeseren kan selv overbevise sig om
denne ligning. Vi differentierer én gang til:

d21n | P, ()| 1 1 1 P'\? P/
— = + 4+t =2 -2 =H
da? (r —x1)? (z—x9)? (x —x,)? P, P,

(2.28)

hvor P er andet afled. Bade G og H kan evalueres ved den nuvaerende x-vaerdi.

Vi mener (haber) , at x; ikke er langt fra vores nuveerende gaet =. Vi kalder
afstanden x — x1 = a, og vi vil derfor gerne finde a. Meaerkeligvis indebaerer
metoden den antagelse, at alle andre rgdder har samme afstand b fra vores
geet, dvs., x —x; = b1 =2,3,...,n. Med disse antagelser formulerer vi lignin-
gerne (2.27) og (2.28) til de to nye

1 n-1
G—aJr 5

(2.29)
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0g

1 a1
H=—+1 2 (2.30)

a? b2
som vi kan lgse for a:

n

R e TN gy y 1oy ey

(2.31)

hvor man veelger fortegnet saledes, at neevneren far den stgrst mulig veerdi.
Sa har vi afstanden a, og kan korrigere vores geet dermed. Bemaerk, at termen
indenfor kvadratroden kan veere imaginser, sa vi kan finde en kompleks rod
med metoden.

Det er klart, at vi ikke finder den rigtige rod ved fgrste gennemgang, og at
vi altsa ma iterere. Vi ggr det et antal gange, indtil a = 0, eller sa teet pa at
vi er tilfreds. Sa har vi fundet en af rgdderne, og kan deflate P, til P,_; med
faktoren (z — x1). Derefter kan vi starte med samme procedure for at finde en
anden rod, osv.

Efter vi har samlet et antal rgdder, som vi mener, ikke er praecise nok, kan
vi benytte hvad Press & al. [4] kalder rodpolering (eng. root polishing) til at
ggre dem mere preaecise. Se sidste afsnit i dette kapitel.

Et eksempel

Vi vil finde rgdderne af polynomiet
Py(z) = 2* — 82 + 172% + 22 — 24 =0 (2.32)

(den har faktisk rodderne -1, 2, 3, 4), og vi gaetter pa x = 1 som start. Vi be-
nytter de ovenstaende ligninger og de forste tre iterationer giver os henholdsvis
lpsningerne 1.7882, 1.9964 og 2.000, som ikke sendrer sig derefter. Det efterla-
der kun tre rgdder, som kunne findes analytisk efter opskriften i Abramowitz
& Stegun [3], efter deflation, ved at dividere Py(z) med (x — 2). Det resulterer
i

Py(z) = 2° — 62 + 5 + 12 (2.33)

Men, da vi nu har et program der benytter Laguerres metode, kan vi jo fort-
sette med det. Vi geetter igen at den nye rod er x = 1, og nu far vi talreekken
2.3703, 2.9506 og 3.0000. Hvis vi deflatere igen med (z — 3), ender vi med en
andengrads ligning

Py(z) =2* — 3z — 4, (2.34)

som vi let kan lgse for de to sidste rgdder.
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Egenvaerdimetode

Press & al. [4] beskriver fglgende metode. Den vender problemet at finde e-
genveerdier pa hovedet. Som nsevnt i kapitel 7 pa side 74, forer definitionen
af eigenveerdierne naturligt til et polynomiumsudtryk for disse. Det er dog
den mindst effektive made at finde egenveerdier pa, da man har mere effektive
iterative metoder til det. Disse metoder kan man tilpasse problemet polyno-
miumsrgdder. Vi kan udtrykke et polynomium i formen

P.(x) =ao+aix+ -+ ap_12" 4+ 2" (2.35)

(man kan jo dividere det hele med a, hvis a, # 1). Man opstiller en sakaldt
companion matrix

__anfl —0p—2 —a —ao_
1 0 0 0
A=1] 0 1 0 0 (2.36)
0 0 1 0
Denne matrices egenveerdier er ogsa rodderne af polynomiet.
Et eksempel
Hvis vi igen tager polynomiet (2.32), sa bliver companion matricen til
8 —17 -2 24
1 0 0 0
A= 0 1 0 0 (2.37)
0 O 1 0

og et passende underprogram for eigenveerdier finder alle fire rgdder pa én
gang.

Rodpolering

Begge metoder naevnt ovenfor er iterative metoder, og derfor kan det ske, at vi
tvivler pa veerdiernes preaecision. Med “root polishing” kan vi forbedre dem. Det
baserer pa Newtons metode. Man tager udgangspunkt i hver af de redder man
har, og iterer frem med Newton. Funktionen er selve polynomiet, samt dets
forste afledte. Normalt tager det ikke mere end 1-2 trin inden man konvergerer
til 16 decimaler pa den praecise rod. Formlen er altsa

_ P ()

(2.38)

Tpy1 = T

Metoden virker ogsa, hvis en rod er kompleks - man skal blot sgrge for, at
programmet er skrevet passende, med variabler af typen complex.



Kapitel 3

Integration

Det haender, at vi er interesseret i at beregne et bestemt integral af en vanskelig
funktion:

I:/ f(z)dx (3.1)

som vi ikke umiddelbart kan integrere algebraisk. Vi deler omradet [a,b] der
skal integreres i lige store dele h (se Fig. 3.1).

Vi behandler forst en funktion som vi kan evaluere ved hver given position
x. Senere kommer vi til funktioner som er repreesenteret som et diskret saet
veerdier. De tilsvarende f(x)-veerdier er fy, f1, fa, ..., fn. Integralet I er arealet
af f(x) i omradet [a, b].

Der er et antal forskellige mader at integrere pa, som skal beskrives neden-
for.

3.1 Blokintegration

Begrebet blokintegration betegner her en approksimation der benytter en kon-
stant over hvert givet interval.
I Fig. 3.2 vises der et af de V intervaller i Fig. 3.1. Vi kan veelge tre forskel-

f(z) v gy
fi
fo
T
Ty 1) ~h~ TNl TN
a b

Figur 3.1: Inddeling af en funktion

17
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fis1
—2—- - - - = —

Figur 3.2: Blockintegration, enkelt element

lige konstanter, vist i figuren af de tre stiplede linjer 1, 2 og 3. Linjerne 1 og
2 er klart utilfredsstillende, men linje 3 forekommer intuitivt som den bedste.
Bruger vi linje 1, sa er integralet I; lig med

Ii = fi (viq1 — x) = hfi, (32)
mens hvis vi bruger linje 2, er approksimationen

Det er let at vise, at begge disse valg giver en approksimation af O(h); dvs,
hvis vi prever at forbedre vores approksimation ved at doble antallet af skridt
(og halvere h), far vi blot den halve fejl. Det kan ggres bedre. Et oplagt valg
er linje 3, og approksimationen bliver sa

Denne approksimation, midtpunktsmetoden, er O(h?), hvilket er meget bedre.
Det totale integral I er nu summen af alle I;, og hvis vi bruger den sidst-
naevnte metode, bliver det til den udvidede formel

=z

-1

i

=z

Il
o
Il
o

]

hvor integralsymbolet [ er blevet erstattet med sumsymbolet .

3.2 Trapezformler

I Fig. 3.3 gor vi det indlysende at bruge trapezet, hvilket vi far ved at traekke
en ret linje mellem (z;, f;) og (241, fir1). Nu er betingelsen for at fejlarealet er
minimal, kun at funktionen f(x) ikke krummer meget i omradet. Ideelt skulle
den veere en ret linje. Formlen er:
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T
T Li+1

Figur 3.3: Trapezintegration, enkelt element

L="%(fi+ fin)

og nar vi laegger alle I; sammen:

I = I+ 1+ +In

= Lt A

h
+ §(f1+f2)

g (fn—2+ fn-1)

h
+ 5 (fn-1+ fn)
far vi

[:h{%fo+f1+f2+"'+fN71+%fN} .

Lige som (3.5), er denne formel O(h?).

3.3 Simpsons regel

19

(3.6)

(3.7)

(3.8)

I blokintegrationen brugte vi en grov blok som approksimation og ser helst,
at f(x) er konstant i intervallet. Ved trapezformlen behgver f(x) ikke at veere
konstant, men gerne en ret linje. Hvis vi nu gar over til flere end to x-veerdier, sa
kan vi endog tage krumningen af f(z) med. I Fig. 3.4 ser vi et dobbeltinterval,
givet af tre punkter. Det er let at tilpasse en parabel til de tre punkter, og

integralet af denne parabel over de to intervaller giver sa

h
I= 3 (fi +4fiv1 + fir2) -

(3.9)
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/(=) fa

X

X Ti+1 )

Figur 3.4: Simpsonintegration, dobbelt element

Nar vi seetter N/2 af disse dobbeltintervaller sammen, far vi
I=nh {éfo + %fl + %fg +---+ %fN—Q + %fN—l + %fN} ) (3.10)

hvilket er den velkendte Simpsons regel. Laeg meerke til at for at fa sekvensen

af koefficienterne, %, %, %, %, cee %, %, é til at passe, skal N veere et lig tal; dvs.
der skal veere et lige antal intervaller eller et ulige antal x-vaerdier.

Den ovenstaende Simpsonformel kan udtrykkes som

[:g<f0—|—fN+4U+2L) (3.11)

hvor U = fi+ f3+ -+ -+ fy_1 (de uliges sum), og L = fo+ fy+ -+ fy_o (de
liges sum). Denne opdeling bliver meget nyttig i et fglgende afsnit.

3.4 Fejl

For en god ordens skyld naevner vi her, hvad vi ved om fejlen i den samlede I
for de forskellige approksimationer. Vi har:

blokintegration: O(N~!) eller O(h)
midtpunktsintegration: O(N~2) eller O(h?)
trapezformlen: ~ O(N~2) eller O(h?)

Simpsons regel: O(N~%) eller O(h?) .

Det vil for eksempel sige, at hvis vi for Simpsons regel forgger antallet af
intervallerne N til 2NV, deler vi fejlen med 2* = 16. Oplysningen af ordenen
kan vi bruge til at optimere eller forbedre en given approksimation, se det
folgende afsnit, samt afsnit 3.6.
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3.5 Romberg integration

Denne metode er beskrevet meget klart af @Osterby [5], og artiklen kan skaffes.
Se igen pa blokintegrationen ved brug af midtpunkterne. Det kan vises, at det
approksimerede integral [I;, svarende til en intervalstgrrelse h kan udtrykkes af
rackken

In=I+ah*+bh*+chS+ ... (3.12)

hvor I er den sande verdi, som vi gerne vil approksimere, og de andre terme
er fejltermene. Den laveste potens, i h?, vil dominere, hvilket er grunden til at
man siger at metoden er O(h?). Hvis vi kunne eliminere denne dominerende
term, ville vi opna en hgjere orden O(h*); det kan lade sig ggre.

Generelt, uden at specificere metoden, er ligningen

In=I+ah’+bhi+ch +... (3.13)

hvor a, b, ¢, ... er ukendte konstanter, og p,q,r,... er her uspeciferede poten-
ser. Dem kan vi enten beregne, eller hvis vi ikke kan, kan vi numerisk bestemme
dem, se afsnit 1.5. Metoden benytter to estimater af integralet; forst med N
skridt af leengde h i intervallet med resultatet I, og sa med et nyt estimat
med N/2 skridt af leengde 2h, med resultatet Io,. Sa kan vi skrive to ligninger:

I,=I14+ah’+bhi+ch" + ...

A (3.14)

Ly, =1T+a2Ph? +b29hT 4+ c2"h" + ...
og hvis vi ganger den forste af de to med 27 og traekker den anden fra resultatet
far vi, efter noget omrokkering,

Iy, — Iy,

—J4+dhi+ ... 15
o 1 + + (3.15)

I, +

hvor d er en ny konstant. Det ses, at approksimationen nu er af den hgjere
O(h9). Vi kan blive ved, ved at beregne endnu et integral med N/4 og skridt-
leengde 4h, og beregn endnu en ny approksimation, ogsa af O(h?), og sa kan
vi gentage Rombergprocessen og ogsa eliminere termen i h?, og igen gge vores
orden til O(h"), osv. Det er en meget effektiv made at forbedre integrationen

pa.

Et numerisk eksempel

Vi vil beregne integralet fol exp(—x)dz. Vi kender resultatet, 1 — exp(—1). Vi
bruger midtpunktsintegration, og forsgger os med N som vi dobler, indtil fejlen
er tilstrackkelig lille, her defineret ved at den er < 107%. Resultatet er:
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N fejl uden Romberg fejl med Romberg

4 -0.025590 -0.000186
8 -0.006537 -0.000012
16 -0.001643 -0.000001
32 -0.000411 0.000000
64 -0.000103 0.000000
128 -0.000026 0.000000
256 -0.000006 0.000000
512 -0.000002 0.000000
1024 0.000000 0.000000

Vi ser, at uden Romberg tager det 1024 intervaller, inden vi opnar den gnskede
fejl, mens med Romberg er blot 16 intervaller nok. Rombergintegration er en
meget effektiv metode.

3.6 Dynamisk intervaldeling

Vi vil gerne integrere en funktion f(x) i et givet interval, men vi ved ikke, hvil-
ken N-verdi, der er passende. Vi ved selvfglgelig, hvor stor en fejl i integralet
vi kan acceptere. Lad os sige, at vi bruger Simpson. Vi kender ikke fejlen selv,
kun dens afhaengighed af N (eller h). Lad denne ukendte fejl veere ey for en
given N-veerdi. Hvis vi nu f.eks. dobler N, ved vi, at fejlen bliver sekstendelt,
dvs. eogy = 1—166]\;. Hvis vi altsa beregner integralet for N intervaller, Iy , og
derefter Iy for 2NN intervaller, kan vi konkludere, at forskellen mellem de to
veerdier er et udtryk for selve fejlen. Vi kan det, fordi den sande veerdi for I,
I, jo er den samme hver gang, sa vi kan opstille de to ligninger

IN = j+6N
Ly = f+62N

og
_ 1
CaN = EGN .
Vi far
In —Ly = enx—ean
1
= en(1- 1)
= %GN ~ en . (316)

Normalt ved vi, hvilken veerdi vi er tilfreds med. Proceduren er altsa, at gen-
tagne gange doble antallet af intervallerne N, se pa differensen |Iy — Ihy|, og
nar den er tilstraekkelig lille, at standse processen. Sa ved man, at den sidste
Iyy-veerdi har en fejl der er mindre end den hgjst acceptable.

Denne procedure er temmelig nem at anvende med Simpsons regel: Fig. 3.5
viser en dobling af N. I den @vre del ses N intervaller, og vi har, at
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f(x)

|

|

|

|

|

L X
Lxy w1y ToN_4 ToN

Figur 3.5: Dobling af antal intervaller NV

szg{f0+fN+4U+2L} (3.17)

med definitionerne for U og L som ovenstaende. Vi skal altsa beregne tre
summer:

enderne, fo+ fn
de ulige, fi + f3+---+ fyv-1

de lige, fo+ fa+ -+ fn—2

og laegge dem sammen til Iy som i formlen. Nar vi gar over til 2V intervaller,
kan vi bruge alle tre summer igen; vi behgver kun at beregne de nye f’er ind
imellem (de stiplede linjer, alle ulige). Enderne er de samme for alle N. Det
er tydeligt fra Fig. 3.5, at for 2N, alle de nye lige punkter er bade de lige og
ulige for IV, sa vi kan sige, at

(sum af lige) (2N) = (sum af ulige) (N) + (sum af lige) (V) . (3.18)
Dette er meget nemt at programmere. Algoritmen er:
1. Start med N =1 (— fo, f1)
2. Endesum F = fy + f; (konstant herefter)
3. Sum af ulige U = 0 (der er ingen ulige endnu)
4. Sum af lige L = 0 (ingen lige endnu)

5. Evaluer integralet, Iy
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6. Dobl N — 2N (halver h); Loy = Uy + Ly
7. Beregn den nye U = f1 + f3+ ...
8. Beregn den nye oy
9. Evaluer |Iy — Iy| =€
10. Seet Iy = Ion

11. Hvis |e| > tolerancen, vend tilbage til 6, ellers er Iy det gnskede integral.

3.7 Diskrete funktionsvaerdier

Vi vil tit beregne integralet af en funktion vi kun kender som et fast antal punk-
ter, maske malet af et instrument, eller beregnet pa en eller anden made. Her
kan vi ikke beregne funktionsveerdier ved vilkarlige argumenter, men ma holde
os til de punkter, vi har. Det kunne for eksempel veere de punkter set i Fig. 3.1.
Vi kan altsa ikke direkte bruge midtpunktsmetoden. Men vi kan approksimere
midtpunkterne ved at tage gennemsnittet af de kendte nabopunkterne:

fitos &~ %(fz + fit1) - (3.19)

Nar vi leegger dem alle sammen som i (3.5), ender vi med praecist det samme
som med trapezmetoden. Hvad er mere, kan vi ogsa anvende Romberg her, ved
at beregne integralet igen, ved brug af hver andet punkt, og Romberg-formeln.
En anden mulighed, hvis antallet af punkterne er ulig er, at anvende Simpsons
regel. Der er altsa ikke specielle probleme med integralet af et seet veerdier ved
faste punkter.

3.8 Abne formler

Der forekommer funktioner, hvor man ikke kan evaluere f(a) eller/og f(b),
f.eks.:

L
/ x~ 2 dx . (3.20)
0

Hvis det drejer sig om en funktion vi kan evaluere som (3.20), kan vi bruge
midtpunktsmetoden, fordi den vil aldrig bergre endepunkterne, sa singulari-
teterne ikke dukker op. Her finder man ikke-heltals ordener. Integrerer man
funktionen i (3.20) med midtpunktsmetoden, og maler man ordenen, finder
man ud af, at integralet er givet ved

~ 1
In=I+ah?+bh*+... (3.21)
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Figur 3.6: Aben form, blok integration

og andre abne funktioner har andre “meerkelige” potenser i reekken. Nar man
kender disse potenser, kan man igen anvende Rombergmetoden, for at forbedre
effektiviteten.

Hvis, pa den anden side, funktionen er et seet diskrete veerdier, er der et
problem ved enden. Her kan man approksimere den “vanskelige” ende med en
slags ekstrapolation. Fig. 3.6 viser sadan en funktion. Ved blokintegration kan
vi her lade bade I; og I veere lig med hf;, og derfor ikke fa brug for f,. Det
er klart, at en bedre approksimation for [; ville veere, som vist i Fig.3.7, at
bruge trapezformlen med en fy-veerdi fra en ekstrapolation tilbage til fy ved
2. Da vi har ens intervaller xg, er ekstrapolationen

fo = fi+(fi—1f)

= 2fi—fo. (3.22)
Trapezformlen giver sa

Z()

Figur 3.7: Aben form, trapezintegration






Kapitel 4

Differentialligninger

Mange faenomener i naturvidenskab kan bedst beskrives matematisk i form af
differentialligninger af forskellig orden, enten som ordinazre (ode) eller par-
tielle differentialligninger (pde). Det kan ogsa blive til systemer af sadanne
ligninger. Eksempler er radioaktiv henfald, kemisk reaktionskinetik og masse-
transport (diffusion m.m.). Selvom man i nogle tilfeelde kan finde analytiske
lgsninger, er det dog oftest sveert eller umuligt, og man er ngdt til at bruge
numeriske metoder. Vi holder os her til ordinaere (ikke-partielle) differential-
ligninger, ode’s, og fgrst til enkle typer. Disse skrives generelt som

Y ) (4.1)

I mange tilfeelde har funktionen f kun én variabel (y eller ¢). Man skriver ogsa
y' 1 stedet for dy/dt. At lgse sadan en ligning er ensbetydende med at finde den
underliggende funktion y(¢). Da f(y,t) udtrykker en gradient, har vi brug for
en yderligere oplysning for at lgse ligningen: en veerdi for y ved en t-veerdi eller
en sakaldt randbetingelse. Fig. 4.1 viser, hvad man har at starte lgsningen

y(t)

Figur 4.1: Begyndelse af lgsning af en ode

27
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med: en veerdi ved t = 0 og heeldningen y’ dér. Nu beregner vi nye veerdier ved
de diskrete t-veerdier h, 2h, ,... osv.

Folgende notation bliver brugt her. Vi antager at vores funktion som skal
lpses for bliver lgst i form af et antal punkter ved tider h, 2h, ..., hvor h er det
tidsinterval vi har valgt. Vi beregner saledes et antal y-veerdier, y1, ..., yn, 0g
oftest beregner vi et nyt punkt vy, ved ¢,,1 ud fra et kendt, y, ved ¢,.

Som eksempel benyttes der en differentialligning, hvis lgsning vi kender:

y=-y; y0)=1 (4.2)

som har lgsningen y(t) = exp(—t).

4.1 Eulermetoden

Denne simple metode gar ud pa - grafisk set - at “bevaege sig” hen ad gradienten
ved et givet, allerede kendt, punkt ved tiden ¢, til det naeste ved ¢ + h eller
tni1. Matematisk udtrykt erstatter vi ¢’ med diskretiseringen

y/ ~ y<t + h’})l — y<t) (43)

hvilket vi ved er en forste-ordens approksimation, hvis det skal geelde for ¢
(fremaddifferens) eller ogsa for ¢ + h (bagleens). Her er det en fremad-differens.
Ved at saette y' lig med f(y,t) far vi

y(t+h) =y@t)+hfy1) (4.4)
eller
Ynt1 = Yn + h f(yna t) . (45)
y(t)

|

|

| \

\
| \
| | "
tn tn+1

Figur 4.2: Et trin med Eulermetoden
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For vores eksempel (4.2) giver det

Yn+1 = yn(l - h) . (4'6)

Processen gentages nu for flere ¢-veerdier, indtil vi nar til den sidste gnskede
t-veerdi, t + Nh eller ty. Fig.4.2 viser den eksakte y(t,)-veerdi sammen med
den, man far ved t,,; fra Eulermetoden, og det er klart, at denne metode
indebaerer en vis fejl. Den kan formindskes ved at tage flere trin med mindre
h. Man finder, at fejlen efter N trin er proportional med h, dvs. O(h). Der er
metoder, der er bedre end dette.

4.2 Brug af Taylorraekken

Nar vi bruger Eulermetoden, benytter vi faktisk en kort stump af Taylorraek-
ken. Hvis vi har y(¢) og vil frem til y(¢ + h), sa siger Taylor

y(t+h) =y(t)+ hy'(t) + Z—Ty”(t) +... (4.7)

og ved Euler bruger vi kun de to fgrste led pa den hgjre side, hvilket giver (4.5).
Hvis vi kan differentiere 3/, kan vi dog forbedre approksimationen en orden
hgjere ved at tage det tredje led med h;y” (t). Metoden kan dog ikke nemt
automatiseres til en generel metode, fordi man jo algebraisk skal differentiere
funktionen 7/; et computerprogram baseret pa denne metode vil altsa altid
vaere specifik for en bestemt differentialligning. Metoden anvendes ikke sa tit.

4.3 Runge Kutta (RK)

Fig.4.3 viser en made at se pa RK-metoden: Fgrst tager vi et Euler-trin op
ad linje 1 og lander ved det abne cirkelpunkt, hvilket er Euler-lgsningen. Nu

Figur 4.3: Et RK trin
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bestemmer vi y der, dvs., den approksimerede lgsnings heeldning ved ¢,, 11 (linje
2). En haeldning midt imellem de to (linje 3) ma veere bedre end de to hver
alene, og den tager vi nu, med start igen fra lgsningen ved ¢, (linje 4). Det
giver en forbedret lgsning for ¢,.; (i hvert fald pa kurven som tegnet!).

Alt dette ggres matematisk ved hjeelp af en seerlig formalisme karakteri-
stisk for RK-metoden: Vi beregner en raekke k;-veerdier, som alle er udtryk for
egendringer i y. Lad os fgrst formulere Eulermetoden i denne form:

kl = hf<yn7tn)
Ynt1 = Ynt k1. (4.8)

2.-ordens:

Eulermetoden kan saledes betegnes som en forsteordens RK-metode. De ovenstaende
overvejelser om en forbedret gradient kan nu udtrykkes pa to forskellige mader,
begge med to k-veerdier, ki og ks:
ki = hf(Yntn)
ke = hf(yn+ ki ty+h) (4.9)
Yni1 = Un+ 3 (k1 + ko) (4.10)
(dette svarer til det ovenstaende, middelveerdi af to gradienter), eller:
ki = hf(yntn) (som for)
ky = h(Yn+ 5ki,tn+ 5h) (4.11)
Ynt1 = Yn+hk2,

hvilket svarer til en gradient beregnet ved et approksimeret midtpunkt ¢ + %h.
Begge varianter er lige gode, og begge er O(h?).
For vores eksempel (4.2) bliver (4.11) til

k’l = —h Yn
ky = —h(y.+ k1) (4.12)
Yn+1 = Yn + %(kl -+ k2) .
Igen er der dog forbedringsmuligheder. Vi brugte en forste Eulerapproksi-
mation til at forbedre vores resultat for y(¢ + h). Vi kunne jo nu bruge dette
forbedrede resultat til at finde et endnu bedre, osv. Der er mange varianter af

sadanne hgjere-ordens varianter, og vi gengiver her to af dem: en 3.-ordens og
en 4.-ordens RK formel:

3.-ordens:

ky = hf(ynatn)

hof(yn + 3k1, b + 3h)

h f(yn — k1 + 2ko, t, + h) (4.13)
Yni1 = Yn+ & (k1 +4ko + k3)

™
w [\
I



4.4. BAGLANS IMPLICIT BI 31

4.-ordens:

ki = hf(Yn tn)
ke = hf(y,+ %/ﬁ,tn + %h)
ks = hf(yn+ ska,t, + 1h) (4.14)
ky = hf(yn+ ks, t,+h)
Ynt1 = Un+ g (k14 2k + 2ks + ky)

Her er der mere at beregne, men det kan betale sig, fordi man kan tage langt
storre skridt.

4.4 Bagleens implicit BI

De metoder beskrevet ovenstaende er alle eksplicitte, dvs., man beregner en
ny veerdi udelukkende ud fra kendte veerdier, med en ligning af formen

Ynt1 = f(Yn,--) (4.15)

med kun kendte veerdier i argumenterne til funktionen pa den hgjre side. Der
er imidlertid ogsa implicitte metoder, som har visse fordele, hvor den ukendte
veerdi gar ind blandt argumenterne for funktionen. Den mest enkle metode er
den der benytter en bagleens difference, og er kaldt bagleens implicit eller pa
engelsk, “backward implicit”. Ideen er at benytte sig af den gradient ved den
nye (endnu ukendt) veerdi y,.1, og beveege sig frem fra gy, med den gradient.
Fig. 4.4 viser dette; linje 1 er gradienten, og linje 2 er parallel med den, fra
udgangspunktet. Vi ser, at det giver et resultat der ikke er bedre end det vi far
(Fig.4.2) med Eulermetoden. Faktisk er BI, lige som Eulermetoden, en fgrste-
ordens metode, men den kan danne grundlag for bedre, hgjre-ordens metoder.

y(t)

| \ t
ln tn+l

Figur 4.4: Et trin med BI
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t
tn b1 Intl

Figur 4.5: Trapezmetoden

Metoden kan udtrykkes matematisk i formen

Ynt1 = Yn + 1 [ (Ynt1, tns1) - (4.16)

Afheengigt af hvad funktionen f er, kan det veere sveert at udtrykke, men ikke
normalt. Faktisk benytter man det samme udtryk for approksimationen til
derivatet, men man tilordner den til ¢,.1, hvorfor betegnelsen BI stammer. I
tilfeeldet af vores eksempel (4.2) er der ingen problemer; man skriver

P — g (4.17)
hvilket giver
1
Ynl = Yn 70 (4.18)

4.5 Trapezmetoden

[ differentialligningen y' = f(y, t) har vi set, at bade Euler- og Bl-metoden har
den ulempe, at y’ bliver approksimeret som et asymetrisk udtryk, (henholdsvis
som fremad- og baglens-approksimation) (y,+1 — y,) /h. Fra Fig. 4.5 er det
gjensynligt, at denne approksimation passer fint til ¢ 4 %h, hvor den udggr en
central differens. Heeldningen ved midterpunktet kan veere ret éns med den
af en linje trukket mellem de to punkter, og den tankegang danner ogsa en
implicit metode. Man skriver her generelt

P I — (Y tusre) - (4.19)
Midterveerdien for ¢ har man, men ikke den for y, men den kan approksimeres
som middelvaerdien af y,, og den (endnu ukendte) y,,1. Ligningen er derfor

Yn+1 — Yn Yn + Ynt1
+h — £( . ) (4.20)
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og den indeholder den ukendte veerdi pa hgjre side. I vores eksempel bliver det
til
Yn+1 — Yn _yn + Ynt1 (421>

h 2

hvilket giver

1—2h

—_—. 4.22
1+2h ( )

Yn+1 = Yn

Denne metode virker fortraeffeligt; den er O(h?) og er basis for en raekke
beslaegtede metoder i mere indviklede sammenhaeng, sasom lgsning af partielle
differentialligninger og systemer af savel ordineere og partielle differentiallig-
ninger.

4.6 Ekstrapolation

Bl-metoden i sig selv er ikke ret interessant, da den er ungjagtig; men den
egner sig som basis for forbedringer der gger ordenen. Den er, som skrevet, af
O(h), og ekstrapolation kan bruges her. Fgrst beregner man en ny y,, 1 veerdi
med skridtleengde h; lad os kalde det y(1). Derefter beregner man endnu en
ny, y(2), med to skridt, hver af leengde h/2. Da Bl er O(h), ved vi at fejlen i
y(2) er kun det halve af den i y(1), og derfor kan vi fa et forbedret resultat fra

Yni1 = 2y(2) —y(1) . (4.23)

Fejlen er nu O(h?). Det er dette (og andre metoder, der presser mere ud af
BI), der ggr BI interessant, blandt nogle andre gode egenskaber metoden har.

4.7 Systemer af differentialligninger

Mange kemiske og fysiske processer udtrykkes som et antal differentiallignin-
ger, muligvis koblet sammen, der skal lgses samtidigt. Atmosfeerisk kemi leverer
nogle af de veerste eksempler, hvor op til flere hundrede forskellige stoffers kemi
er koblet sammen og sa danner systemer af flere hundrede differentialligninger.
Generelt kan man skrive sadanne systemer i formen

vy = [y ye, - un,t)

Yo = folyr,y2, -, yn,t)
(4.24)

/

ynv = SnWiye, - ynst)

eller 1 vektornotation

y' =f(y,t) (4.25)
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hvor vektoren y = [y1,ya, - - - ,yN]T er de N funktioner af tid ¢, der skal findes.
For at lgse sadanne systemer, bruger man de samme metoder allerede beskrevet
ovenfor, dvs. Euler, RK, BI, trapez osv. Lad os bruge et system af to ligninger
som eksempel:

/

v _y} (4.26)

y = T

hvor ¢y’ = dy/dt, t veerende en tredje, uatheengig lgbevariabel. Som altid skal
vi have startveerdier:

w(t=0) = =z } . (4.27)

y(t=0) = o
Sa kan vi udvikle x- og y-veerdier for ¢t = h,2h,--- osv. Eulermetoden er
simpelthen
Tpn+1 = Tp — h'yn
. 4.28
Yntl1 = Yn T h T } ( )
Runge-Kutta er naesten lige sa nem, men nu behgver vi en raekke kq, ko, ... for

hver af de to funktioner, x og y, og vi skal passe pa raekkefglgen, i hvilken vi
beregner dem: den er ki, kiy; ko, koy 0sv. For 2.-ordens RK:

kl:r = _hyn k?m = _h(yn"‘kly)
. 42
by = ha } Fay = h(ry + kr) (4.29)

Til sidst:

Tp+1 = Tp + % (klx + ka) }
Ynt1 = Un+ 3 (kry + kay)
Dette kan let overfgres til hgjereordens RK formler.

Trapezformlen viste sig at veere god med en enkelt funktion, sa den kan
ogsa prgves her:

(4.30)

h
Tnt1 = Tn— 2 (Yns1 + Yn) 4.31
Yntl = Yn T % (xn-f—l + ZL‘n) . ( . )

Her opstar der det problem, at vi ikke eksplicit kan lgse hver af ligningerne for
de nye veerdier; de udggr et ligningssystem med de to ubekendte z, 11 0g ypni1-
Lidt omorganisation giver

IR i

=5 L[ Unna shan + yn

Selvom dette maske ser lidt besveerligt ud, kan det betale sig pa grund af
denne metodes ngjagtighed. Her kan BI med ekstrapolation ogsa anvendes
med fordel. Denne metode er meget robust (stabil), nar man har at gore med
“stive” systemer, hvor nogle funktioner sendrer sig langt hurtigere end andre.

Eulermetoden og ogsa de RK-metoder beskrevet her kan i sadanne situationer
svigte og fgre til divergens.
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4.8 Dynamisk sendring af skridtleengden

Det haender, at den funktion, vi lgser for, har vidt forskellig haeldning i ¢. Det
bliver straks logisk at tage sma h ved de stejlere dele og storre skridt ved
de mere flade. Selvom der gar lidt regning “til spilde” for at bestemme den
passende skridtleengde hver gang, er det alligevel fordelagtigt, fordi man kan
spare langt mere end man spilder.
Udgangspunktet her er, at man skal beslutte sig for en acceptabel fejlstgrrelse

e. Sa geelder det ved en given iteration at bestemme den h, der giver en fejl
< e. Det kan lade sig ggre ved brug af ordenen af den metode, man benytter.
Som regel er det en hgjere-orden metode, der bliver anvendt i forbindelse med
dette, f.eks. 4.-ordens Runge-Kutta, for hvilken vi ved, at fejlen er O(h?) for et
antal skridt til en tid ¢. Hvis vi forst beregner en ny y-veerdi, y(t+h), udgaende
fra y(t), sa er der en fejl e; vi ikke kender. Lad os kalde y-veerdien y(1). Hvis
vi nu genberegner en ny y(2) i to trin af 1 hver, sa ved vi, at den nye fejl e,
er kun (5)* eller 1= s stor som e1. Dus. den forste, y(1), veerdi kan skrives som

y()=9+e (4.32)
hvor ¢ er den (ukendte) sande y-veerdi ved ¢ + h, og ligeledes

y(2)=9+es. (4.33)
Hvis vi treekker dem fra hinanden:

y(1) —y(2) =e1 —e2 (4.34)

og, eftersom vi ved, at e; = 1—1661,

y(1) —y(2) = ger ~er . (4.35)

Differencen mellem de to beregnede y-veerdier er altsa en rimelig approk-
simation til selve fejlen e;. Nu kan vi beregne den passende h*, fordi vi jo har
besluttet hvad e skal veere:

h*=h (3) 14 (4.36)

€1

Hvis e; < €, kan vi bare bruge ¥, .1, som lige beregnet, og tage den rigtige
skridtleengde, h*, naeste gang. Hvis e; > ¢, gentager vi regnestykket med h*.

Alt dette virker ret besveerligt, men under visse betingelser kan det veere
til gavn. Man behgver f.eks. ikke selv gaette i forvejen, hvad h burde veere;
programmet finder selv altid den mest passende skridtleengde.

En ulempe ved sadan adaptiv lgsning er, at resultatet - altsa funktionen y
- bestar af et antal veerdier ved tidspunkter, der har nok sa tilfeeldige afstande.
Hvis man gnsker lige afstande i ¢, kan dette veere irriterende. Man kan dog
hjeelpe sig med interpolering pa de gnskede (lige) afstande. Metoden viser sig
at veere meget effektiv.
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4.9 Differentialligninger og integration

At lgse en differentialligning svarer til at integrere den. Matematisk er det som
folgende: Differentialligningen

y' = f(y.1) (4.37)

bliver integreret i intervallet t,, til ¢,,1 pa begge sider:

tnt1
Ynt1 = Yn + / fly,t)dt. (4.38)
tn

Funktionen f(y,,t,) er kendt, og sa kan vi anvende alle de integrationsteknik-
ker i kapitel 3. Vi starter med blokintegration, Fig. 4.6: den nye y-veerdi ved
tns1 er den gamle, y(t,) plus integralet over intervallet h . Blokintegrationen
betyder, at dette integralstykke er simpelthen h f(t), dvs.

Yn+1 = Yn + h f(tn) (4.39)

hvilket er preecis det samme som Eulermetoden beskrevet i afsnit 4.1.

Fra kapitel 3 ved vi, at trapezformlen er bedre end blokintegration. Fig. 4.7
viser dette. Problemet kan veere, at f kan veere en funktion af bade y og t, og
at vi jo ikke endnu kender y,,,1. Alligevel skriver vi integralet:

Ynt1l = Yn + %h (f(yTH tn) + f(yn-f—lv tn+1)) (440)

hvilket svarer til trapez-metoden beskrevet i afsnit 4.5.

tn tn+1

Figur 4.6: Blokintegration af en differentialligning
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tn tn+1

Figur 4.7: Trapezintegration af en differentialligning
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Kapitel 5

Interpolation

Man har en funktion defineret ved et antal punkter ved z-veerdierne x; (i = 0...n)
(Fig.5.1), og vi vil fa en mellemliggende veerdi ved z, (abent cirkel). Den-

ne proces kaldes interpolation. Afstandene behgver ikke alle at veere éns.
Interpolation fortages mest ved brug af polynomier tilpasset til et antal stgttepunkter,

y Ys

Zo o] ) x3

Figur 5.1: Funktion defineret ved nogle punkter

og nar der i det fglgende er tale om en orden, er det ordenen af polynomiet der
er ment. Fejlorden for den beregnede interpolationsveerdi er et lidt indviklet
emne, men ofte ser man at den er en enhed hgjrere end ordenen af polynomiet.

5.1 0.-orden “interpolation”

Den simpleste - og groveste - interpolation er den at tage det nsermeste kendte
punkt og bruge dens y-veerdi. Dette involverer kun et punkt. I Fig. 5.2 ville vi
sa sige at

y(z) =1 . (5.1)

Dette svarer til at fortseette y; “vandret” frem til x. Denne “vandrette” funk-

39
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Y2
Yo \yl y(z

' T
Zo x1 t €2 Z3

Figur 5.2: 0.-ordens interpolation

tion er

Yy="uY. (5.2)

5.2 Linezr (2-pkt) interpolation

Fig.5.3 viser en 2-punktsinterpolation, som svarer til at "tegne”en ret linje
mellem to definerede punkter pa kurven, (x1,y1) og (z2,¥2). Simpel geometri
forer til

r—x
y = n+ = (y2— 1)
To — T
_ (xg —x) g1 + (x — 1) Yo (5.3)
To — I
y -

Zo x1 €2 Z3

Figur 5.3: l.ordens (lineser) interpolation



5.3. PARABOLSK INTERPOLATION 41

‘ T
Zo o v ) x3

Figur 5.4: 2.ordens (parabolsk) interpolation

men vi kan ogsa ggre det algebraisk: Lad linjen veere
Yy =ag+ ax (5.4)
og da vi har to kendte veerdier, far vi de to ligninger:

N = ao+ a1

Y2 = G+t a1T2 (5.5)

som kan lgses for ay og a:

Y2 — U1
a; =
Lo — T1
x —x
- 1Y2 2U1 (5.6)
X1 — T2

og ved at substituere for x far vi

Yy = apt+ax
_ T1Y2 — T2U1 T Y2 — 1 " (5.7)
X1 — T2 Lo — T1

hvilket, efter nogen omordning, giver det samme resultat som i (5.3).

5.3 Parabolsk interpolation

I Fig5.4 vises der brug af tre punkter (ved x1, 25 og x3). Vi vil afgjort fa et
bedre resultat for y(x), end en lineser interpolation mellem x; og x5, hvis vi
tilpasser en parabel til de tre punkter. Pa den made inddrager vi funktionens
bgjning i en vis grad. Her kan man ikke leengere se den tilpassede funktion, da
den neesten er identisk med den vi vil interpolere i. Parablen er:

y = ag + a1z + aza’ (5.8)
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og ved at satte alle tre kendte veerdier ind far vi

Y1 = agt+ar; + aﬂ%
Yo = Qo+ a1Ts + AT ) (5.9)
Ys = ag+ air3 + asr3

Vi kan igen lgse dette system for koefficienterne, ag, a; og as, og udtrykke
y(z) ud fra dem. Leeseren spares detaljerne, men slutresultatet efter nogen
oprydning er

B (x — x9)(x — x3) (x —x1)(x — x3) (x —x1)(x — 29)
V) = )@ — )" o ) (=) (s ) (s — )P
(5.10)

5.4 Generel Lagrange-formel

Hvis 1.-orden er bedre end 0.-, og 2.-orden bedre end 1.-; er det logisk at
blive ved med at gge ordenen og derved antallet af punkter, der benyttes til
at beregne en interpoleret veerdi. Antallet af koefficienterne i det resulterende
polynom for n punkter:

y=ao+ar+ -+ a, 12" (5.11)

bliver stgrre og mere og mere besveerligt at lgse for. Heldigvis er dette gjort og
resultatet er, for en n-punktsinterpolation, Lagranges formel for n punkter,

L o)) (=)
yio) = (1 —x2) (21 — 23) ... (21 — x”)yl

(x —z1)(x —23) ... (x — 2)
(x9 — 1) (X2 — 3) ... (T2 — )

Y2

(5.12)
(x—z)(x—29) ... (T —xp_1)
(T — 1) (2h — 22) -+ () — Tpq)

n

hvori den i.te koeflicient (for y;) i denne sum dannes af alle produkter (z — ;)
for alle j # ¢, i teelleren, og alle produkter (x; — x;) ogsa for alle j # i i
neevneren. Bemeerk at (5.10) er et specielt tilfeelde af (5.12) med n = 3.

5.5 Neville-metoden
Lagrange-metoden, vist i sidste afsnit, ser ret besveerlig ud. Men ved en rackke

argumenter er det muligt at komme frem til en lettere metode, der svarer fuld-
steendigt til Lagrange-metoden. Den har yderligere den fordel, at man ender
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med et skgn over fejlen, den beregnede y(z)-veerdi er beheeftet med, som totalt
mangler i Lagrange.

Princippet er at ga frem i ordenen fra 0.te op til (n — 1).te, og forbedre
sine nye y(z)-skon som en funktion af de gamle med grundlaget i Lagrange-
formlen. Hvis vi ser pa Fig. 5.2, er der to mulige 0.-orden interpolationer for
y(x): y1 og yo. De to danner altsa et st etpunkts approksimationer, som i
Nevillemetoden kaldes Py, P; osv., hvor antallet af indekser indikerer antallet
af punkter brugt til den tilsvarende interpolation (her: 1). De to, P og P, kan
nu fere til en 2-punkts, ferste-ordens interpolation (som er y(x) vist i Fig. 5.2);
i afsnit 5.1 fik vi udtrykket for dette, og vi benytter nu 0.-ordens funktioner
Py =y, og Py = ys, og far

(xg —x) P+ (x — 21) P

P, =

(5.13)

dvs. vi har forbedret vores to groveste formler, P, og P, til en bedre, Pj5. Der
er en generel rekursiv formel for alle P. Ordet “rekursiv”’ betyder, at en ny
P-polynom udledes af lavere P-polynomer. Formlen er

(= Titm) Piti1)...(i4m—1) + (@ — ) Pis1)s2)...i4m)

Piiy1)...(i4m) = . (5.14)

Li — Titm
Py5 kan udledes fra denne formel ved at indsztte i = 1 og m = 1, hvilket giver
(5.3). Man kan anskueligggre processen med “Neville-diagrammet”, f.eks. for
fire punkter, se Fig.5.5.

[ praksis veelger man (dvs. veelger POLINT) det polynomium der er baseret
pa det gnskede antal punkter, og ligger nsermest til den z-veerdi hvor der skal
interpoleres. For eksempel, i Fig. 5.5, atheengig af det gnskede n, kunne man
bruge P1 (77, = 1), P12 (77, = 2), P012 (n = 3) eller P0123 (n = 4)

Faktisk benytter POLINT sig af en forbedring af denne metode. Det er nemlig
ikke ngdvendigt at beregne alle P’er fra bunds. I stedet beregner programmet

zo : Yo=Fo
Po1
T =P Pz
oo Py Poizs”
Ty Yo=Ps Pra3
Py3
T3 Yy3=PF3

Figur 5.5: Neville-diagram
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forskellen fra et P-niveau til et andet, og der opsta sa to rekursive formler for
disse forskelle.

Lad os sige, at vi har approksimationerne P; og P, og bruger dem til at
udregne Pj5. Vi kan udtrykke en sendringsstorrelse C1y, saledes at

Py =P +Cny (5.15)
og, derfor er den nye approksimation lig med
Yapp = Pl + Cll . (516)

(11 fungerer altsa som en korrektion pa P;. Ligeledes kan vi udregne en anden,
som korrektion pa Ps. Systemet er, at (se Fig. 5.5) nar vi gar nedad i Neville-
diagrammet, har vi korrektioner C' og nar vi gar opad, korrektioner D. De er
meerket med subscripts, C),; og D,n;, som er givet fra udtrykkene

Cmi = Pi_(i4m) — Pi._ (i4m-1) (5.17)

og
Dri = Py (ivm) — Pis1..(i4m) - (5.18)

Fig. 5.6 viser billedet. Det fgrste indekstal nummererer raekken, det andet “e-
tagen” nedad.
Der er ogsa rekursive udtryk for disse:
Cint1i = (1 = ) (Ot ) (5.19)

T — Titm+1

og
D o (ZL‘H_mJ,_l - x)(Cm,i-l—l - Dmﬂ) (5 20)
m+1,7 Ti — Tyt . .

Ty Yo=10 “Cu
D; POl \Q:Qo
=AY bR
b P {21 Foizs

D
T3 . /

Figur 5.6: Neville-diagrammet med C' og D maerkede



5.6. HERMITESK INTERPOLATION 45

Interpolationen bliver sa til sidst en sum af disse forskelle plus den nsermeste
y-veerdi der ligger neermest z. Den procedure er ikke blot nemmere, den giver
ogsa til sidst et fejlskgn, som er lig med den sidst beregnede forskel. I vores
eksempel ville den bedste fire-punktsapproksimation sa blive summen

Yapp = P2 + C11 4 Dao + Cs0 = Foras (5.21)

og den skgnnede fejl er lig med Cjsq, det sidst tillagte led.

Hvad er mest effektiv? Man kan teelle antal operationerne. Man regner ofte
med, at en addition/subtraktion og en multiplikation/division tager samme
computertid, sa vi skal bare telle antallet af dem. Ser man pa formlerne og
beregner antallet af operationerne, finder man ud af, at de rekursive P’er
tager mindst tid, og de andre to ligger ret teet pa hinanden. Man foretrackker
alligevel metoden med C' og D, selvom den faktisk tager mest tid, fordi man
far et fejlskgn ud af den, som de andre to metoder ikke leverer.

5.6 Hermitesk interpolation

Man kan lgfte ordenen af en polynomial interpolation uden at bruge flere
punkter; metoden er udviklet af den fransk matematiker Hermite. Den baseres
pa, at man ud over at kende funktionens veerdier ved hvert punkt, ogsa kender
deres (forste) afled. Det giver ekstra information, og sa kan man anvende et
polynomium af en hgjere orden med det givne antal punkter. Metoden er
beskrevet meget klart af Kopal [6, s.31]. I bogen praesenterer han den fglgende
tabel:

f(xo)  f'(wo)  f"(x0)
flx)  fl(z)  f"(21)
f(x2)  f'(x2)

[ (x2)

Fan) Plaa) 1)

Det vi indtil nu har brugt svarer til den forste sgjle, hvor der er funktioner-
nes veerdier ved n+ 1 positioner zg - - - z,,. Man kan ogsa benytte enhver rackke,
som sa svarer til brug af Taylors reckke med deres velkendte koefficienter. Her-
mites metode benytter de forste to sgjler, dvs. funktionsveaerdierne samt deres
forste afledte. Vi skriver, for at ggre notationen mere kompakt, y; = f(z;). Lad
os ga frem med udgang i den simpleste etpunktsinterpolation om punktet ved
x1, og tilpasse en ret linje

y=ap+ a1 ; (5.22)
vi kan skrive to ligninger:

Y1 = ap + a1y

/
ylzazl.

(5.23)
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Det er nemt at beregne de to koefficienter, og vi har lgftet ordenen om en
enhed.

Nu bruger vi to punkter, x; og x5, og tilpasser en parabel
y = ag + a1z + azx’ (5.24)

til dem. Vi kan veelge at bruge enten derivatet ved x; eller x5 og vi veelger det
forste. Sa skriver vi tre ligninger

y1 = ag + a1y + aza?

Y2 = Qo + a1xo + ang (525)
= ai + 2as7, .

Igen kan vi beregne de tre koefficienter og ende med en bedre interpolation
fra de to punkter. Men vi kan ogsa bruge begge afled og derved benytte en
tilpasset kubikligning

Y = ap+ a1x + apx” + azx’ . (5.26)

Vi skriver fire ligninger:

Y1 = ap + a17y + agx? + azxd
Yo = ag + a1T9 + axx3 + azTh (5.27)
= ay + 2ax71 + 3asr? '

y; = a, + 2(12?E2 + 3(13{[’3

og igen lgser for de fire koefficienter (nok ved at bruge et underprogram).
Kopal afprgver den sidstnesevnte variant til at interpolere mellem to sinus-

veerdier ved argumentet 0.5, med givne veerdier ved 0.4 og 0.6. Nar man har

sinusveerdier, kan man nemt beregne deres afledte, cosinusveerdierne. Vi har

afprgvet alle fire muligheder nsevnt ovenfor, og resultatet ses i tabellen 5.1.
Fordelen af den hermitesk metode er indlysende.

Tabel 5.1: Fejlene i interpolation ved z = 0.5 mellem to sinusfunktionens
veerdier. Den sande veerdi er 0.479426

Interpoleret veerdi Fejl % fejl
Simpel etpunkt formel 0.389418 -0.090007 -18.7740
Hermitesk etpunktsformel 0.481524 0.002009 0.4378
Parabolsk topunktsformel 0.479277 -0.000148  -0.0309

Kubik topunktsformel 0.479424 -0.000002  -0.0004




Kapitel 6

Mindste Kvadraters Tilpasning

Vi har ofte at ggre med et antal (z,y) punkter, enten malt eller beregnet,
som er behaeftet med tilfzeldige fejl i y-retningen; i de fleste tilfeelde er der
ikke neevneveerdige fejl pa x. Ofte har vi en idé om, hvilken slags funktion
f(x) underligger en sadan punktskare, og opgaven er at bestemme de juster-
bare parametre i denne funktion, som far funktionen til at passe “bedst” til
punktskaren.

En anden situation er, at i stedet for en funktion, der underligger punkter-
ne - altsa en matematisk beskrivelse af de fysiske forhold ved de malte eller
beregnede punkter - vil vi blot finde en funktion, som kan efterligne sadan
en underliggende funktion. Der er visse funktioner, der er god til sadan efter-
ligning, sasom polynomier, summer af eksponentialer eller sommetider sinus-
og cosinusbglger (taenk Fourierrsekker). Ogsa her bestraeber vi os pa at finde
funktionens parametre for en “bedste” tilpasning.

Eftersom der er fejl pa y-veerdierne, kan f(x) ikke ga igennem alle (eller
maske nogle) af punkterne, og vi er ngdt til at definere, hvad vi mener med
“bedst”. T Fig. 6.1 vises et antal N punkter med fejl pa og en funktion, der
er blevet tilpasset saledes at den passer sa godt som muligt, i en forstand der
skal defineres nedenfor. Fig. 6.2 viser en detalje fra denne tilpasning, hvor vi

Figur 6.1: Et seet punkter og en tilpasset funktion

47
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Figur 6.2: Detalje fra Fig. 6.1

fokusserer pa et enkelt punkt ved x;, og den forbigaende tilpassede funktion
f(z;), hvor nu punktets veerdi y; afviger fra den tilpassede funktion med en fejl
pa e;. Vi skal operere med disse fejl for at finde den bedste tilpassede funktion.

Mindste-kvadraters metoden bestar i, at man definerer “bedste” tilpas-
ning, saledes at man finder det parametersaet i funktionen f(x), som giver et
minimum i summen S af kvadraterne af alle e:

S=>"e=> (yi—fl=)” . (6.1)

i=1 =1

Ofte kender vi spredningen af fejlene i y, 0, og de er muligvis forskellige for
de forskellige punkter - f.eks. maske var der forskellige maleskalaer i nogle z-
omrader. Dette generaliserer vi ved at tilegne hvert punkt 7 sin spredning o;;
tilpasningen er nu at minimere Y2,

x> = i <y%f(x))2 . (6.2)

i=1

Hvis o0; ikke er kendt, seetter man dem alle lige med 1. Ved at dividere hver
fejl e; med o; taler vi nu om en ny fejl, som er relativ til spredningen o;,
og det er summen af kvadraterne af disse normaliserede fejl vi minimerer.
Som skal beskrives nedenfor, giver den saledes beregnede y? mulighed for at
bedgmme, hvor god tilpasningen er; hvis vi ikke kender spredningerne, er dette
ikke muligt, men en tilpasning er alligevel mulig.

Lad os sige, at vi tilpasser funktionen f(x,p1,p2, ...pam), hvor settet
P1,D2,---,pm er M parametre det beskriver funktionen. For eksempel, hvis
funktionen er en ret linje, har vi to parametre, da f(x) = p; + poz. En tilpas-
ning er saledes ensbetydende med at finde det bedste seet parametre. For hver
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af dem skal x? have et minimum, hvilket giver betingelsen
ox*
opi

0. (6.3)

Vi skal altsa differentiere (6.1) eller (6.2) med hensyn til alle parametrene, og
sette alle derivater lige med nul. Det giver et st af M ligninger, som kan
lgses for alle M parametre, med mere eller mindre besveer, afhaengig af om
ligningerne er linesere eller ikkelinezere. Begge situationer bliver beskrevet her.

6.1 Lineasere mindste kvadrater

Det drejer sig mest om polynomiumsfunktioner. Ordet “lineser” henviser her
ikke til selve funktionen, men det linesere sat ligninger i de M ubekendte
parametre, der skal lgses for. Et polynomium med graden M — 1 er funktionen

f(x) =ag + a1z + agx® + -+ apr_1 2™t (6.4)

Konstant

Vi begynder med et simpelt eksempel for at illustrere fremgangsmaden, et
“polynom” som er bare en konstant (M = 1):

f(z) =ao . (6.5)

Den skal tilpasses det saet punkter vist i Fig. 6.3 (den vandrette linje vist der
er den tilpassede funktion).

Vi benytter os af (6.2), det vil sige, vi kender spredningerne for alle N
punkter i saettet. Der er kun en parameter, ag, sa vi differentierer med hensyn
til den, og far ligningen
N

3_X2 —9 (yi —an) (-1)=0. (6.6)

dag o;
0 i=1 i

Figur 6.3: Et saet punkter tilpasset en konstant
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Det giver

N 2
Z yi/o;
ag = i=1

=N
> 1)o7
=1

Hvis alle o; er éns, bliver det til

[N
Qg = N ; Yi (6.8)
hvilket vi genkender som middelvaerdien af alle ;.

Ret linje (regressionslinje)

Nu seetter vi M = 2, dvs. vi tilpasser en ret linje til N punkter, sa
f(z) =ag+ arx . (6.9)

Her ma vi differentiere (6.2) med hensyn til bade ay og a1, og vi far de to
ligninger

o _ 2zN: Yim Qo Z TN 1y =
Oag — o? B

NE_ zi Ym0 Z BB (g =0 (6.10)
da; — o? i) = ’

som fgrer til det linesere system

N N

1 €X;

g E 2 +a 2
i=1 ¢ i=1

i

I
Qs

@
Il
-

N N2 N 3y
a “+a L= el 6.11
DIERED VI P (611
Vi introducerer her en mere bekvem notation: Lad
™
S = L7 6.12
> (6.12)

=1 i
Vi kan sa omskrive (6.11) til

Soo ao + S0 a1 = Sn
S10 ap + S0 a1 = S11 (6.13)
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som har lgsningerne

_ 520501 - SlOSH

Qo A
S00511 — S10S501
— 14
ay A (6.14)
hvor determinanten er
A = S Ss0 — S%, . (6.15)

En made at lgse det ovenstaende system pa er at udtrykke (6.13) i matrix-
vektor form:

Aa=b (6.16)
hvor
Soo S1o
A= 6.17
{510 520} ’ (6.17)
_ |ao
a = |:a1:| (618)
0og
Sot
b= . 6.19
E (6.19)

Lgsningen er sa
a=A"b (6.20)

og da det kun drejer sig om et 2 x 2 system, er det ikke sveert at komme frem
til at

1 L] S0 =S
A A =S So (6.21)

hvilket forer til lgsningerne (6.14). Vi kommer til at bruge det ovenstaende i
det neeste afsnit.

Usikkerhed pa parametrene

Vi benytter det simple eksempel, M = 2, for at beskrive hvordan man kom-
mer frem til usikkerhederne pa de beregnede parametre. Svaret kommer fra
fejlpropagationsseetningen. Hvis vi har en funktion f af flere variabler p;, hvor
hver af disse har en standarddeviation o; eller en varians o2, s& er variansen
for funktionen, o7, givet ved

8 2
oj=> o (05@-) . (6.22)

2
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Bade ag og a; er funktioner af alle y;, som her er de variabler, der er usikre,
og derfor skriver vi (6.22)

N 8(1 2
Oag =D 0% ( 8;) (6.23)

0g

N O\ 2
2 2 1
= : ) 6.24
=3 (52) (6:24)
Vi opererer altsa med derivaterne day/dy; og day/dy;, for alle i = 1...N.
Nar vi ser pa lgsningen for ay (6.14) sa ser vi, at der er nogle stgrrelser der er
uatheengige af y, og nogle, der er athsengige af y. For at fremhaeve de sidste,
skriver vi lgsningen for aq i formen

) (6.25)

ap = — SZOZ_;_SNZ lzl
A im1 7 i-1 7

(da A, Ss og Sy ikke er afthaengige af y). Nu kan vi differentiere for et enkelt
i

8&0 1 1 T
og straks far vi, ved at anvende (6.22)
N
1 1 T x?
0'20 :;P{SQQOU—ZQ —2520510'0_—1'2+8%0'0_—i2} . (627)
Det forer direkte til
1
Oay = A2 {92050 — 2520510510 + S S20 } (6.28)
hvilket, efter lidt oprydning (og med blik pa (6.15)), giver
S,
oy = % . (6.29)
En lignende procedure for a; giver
Soo
S 6.
Oay = (6.30)

Der er dog en anden fremgangsmade, der tager udgangspunkt i lgsningen
(6.20) af matrix-vektorligningen (6.16). Ser man ngje pa lgsningen, dvs. ma-
tricens inverse (6.21), er de to ovenstaende resultater for o,, og g, at se i
diagonalen af den inverterede matrix. Man kan altsa fa usikkerhederne ved
bare at invertere matricen A i (6.16). For vores ret-linjeeksempel har vi defini-
tionen af A iligning (6.17), og matricen her let inverteres til (6.21), fra hvilket
vi umiddelbart kan aflaese lgsningerne (6.27) og (6.28).

Det viser sig, at denne procedure er frugtbar ikke kun ved tilpasning med
hgjere polynomier, men ogsa i ikkelinaere tilfzelde (se afsnit 6.4).
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Generelt polynomium

Vil vi tilpasse hgjere-ordens polynomier, bruger vi samme procedure som for
eksemplerne fra de ovenstaende afsnit. Matricerne bliver stgrre. For et poly-
nomium som i (6.4), hvor vi skal estimere M parametre, skal vi lgse samme

ligning (6.16) for ag...ap;. Vi omskriver polynomiumsudtrykket i den (lidt)
simplere form,

f(x) = ap + a1z + agz® + - - + apa? (6.31)

hvor p = M — 1, eller graden af polynomiet. Sa er matricen A givet ved

Soo S S0 .- Spo
S0 S0 Sz ...
A = 520 530 540 . (632)
_SpO SZpO
og
b =[So1 S11 ... Sp)" (6.33)

med S’erne som definerede i (6.12). For en parabel har vi saledes

Soo S0 Sa2 Qo So1
S0 S0 Sao| |a1| = |Su (6.34)
Soo S0 S| |az So1

eller, eksplicit

N N N N
1 x; 22| 11 ;
Do X | |
1% 0% 9% i—1 Yi
N o N2 MLl N o Y
- g; - g; - g - lor
=1 =1 =1 =1 ?
N o N 3 N 4 N 9
DL S Al P B it
p) ) p) 2 2
lor; o+ o+ |4 o
[ i=1 7% =1 i =1 i | Li—1 Yi

Det lineaere system Aa = b skal sa “bare” lgses for alle parametrene. Man
vil nok ikke normalt ggr det ved at invertere matricen A; men hvis man ggr, sa
har man samtidigt usikkerhederne pa parametrene i diagonalen, som beskrevet
i sidste afsnit. Desuden, som beskrives i kapitel 7, er der ret effektive algoritmer
for matrixinvertering.

For en ret linje reduceres systemet til (6.17) med lgsningen (6.21).
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6.2 Ukendt spredning

I det foregaende blev det forudsat, at vi kender alle o;; det blev naevnt, at
vi arbitreert seetter dem alle lig med 1, hvis vi ikke kender dem. Vi vil i sa
fald alligevel kunne beregne szttet a for et minimum i x?, men selve dette
minimum er sa skaleret med en ukendt faktor. I sa fald kan vi ikke (neeste af-
snit) bedgmme, hvor godt en tilpasning passer, bortset fra en visuel vurdering,
som faktisk ikke er sa ringe. Tilpasninger for forskellige polynomiumsgrader i
Fig. 6.4 viser tydeligt forskel mellem det upassende tilfeelde M = 2 og M = 3,
og ogsa at f.eks. M > 9 er for meget.

6.3 Tilpasningens duelighed - goodness of fit

Hvis vi har valgt en passende funktion at tilpasse vores punktskare til, sa
burde den minimale x?/(N — M) afspejle varianserne o?. I andre ord, den
tilpassede kurve burde ligge inden for usikkerhedsgraenserne af alle punkterne.
Det forekommer, at man veelger en upassende funktion, og det kan man afslgre
ved at se pa det minimerede x?/(N — M). En upassende kurve, som vi skal
se, kan veere for darlig, eller ogsa for god. Bedgmmelsestallet er x? /(N — M),
hvor N — M er antallet af frihedsgrader. Ofte er N >> M, og vi kan bruge
x%/N. Der er de tre tilfzelde:

X?/(N — M) >>1 (darlig tilpasning)
/(N —-M)=1 (god tilpasning) . (6.36)
x?/(N — M) << 1 (for god tilpasning)

Fig. 6.4 viser eksempler pa disse. Det forste tilfselde holder, hvis den valgte
funktion er upassende, og ligger uden for nogle eller mange punkternes usik-

Figur 6.4: Nogle fits til et seet af 12 punkter
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kerhedsgreenser, f.eks. for M = 2 i Fig. 6.4, hvor en ret linje blev “tilpasset”
en punktskare som tydeligvis ikke ligger pa en ret linje. Det sidste tilfeelde kan
eksempelvis ske, hvis man veelger en polynomfunktion med en sa hgj grad,
at funktionen gar preecis igennem alle punkterne. Man ser spor af det ved
M =9, og mest tydeligt for M = N = 12, hvor tilpasningen fglger alle punk-
terne slavisk. Det er de mellemliggende polynomiumsgrader, der virker bedst,
her M = 3. Tabel 6.1 viser vaerdierne af x?/(N — M) for alle M-vaerdierne.

Tabel 6.1: x%/(N — M) for tilpasningen af funktionen i Fig. 6.4 mod M

M x*/(N — M)

2 10.8
3 0.56
4 0.38
3 0.42
6 0.50
7 0.51
8 0.45
9 0.37
10 0.10
11 0.02
12 0

Vi ser, at der ikke er den store forskel i omradet 3 < M < 8 hvor dog
tilfeeldet M = 3 har den veerdi, der ligger teettest pa 1; men for M > 8 daler
veerdierne ned mod nul, hvor kurverne altsa passer for godt.

6.4 Ikke-linezere mindste kvadrater
Hvis man til sit punktseet vil tilpasse en funktion hvor differentiering af ud-
trykket for x? ikke er lineser i parametrene, bliver det sveerere. Et simpelt
eksempel kunne veere

y = ay exp(az) (6.37)

hvor vi har et problem med ay: stiller vi den szedvanlige ligning op for x*:

N
2 _
X —;U

|~

{y: — a1 exp(az1;)}? (6.38)

[\

~

og minimerer x? ved at soge efter 0x?/0a; = 9x?/0ay = 0, bliver det hurtigt
klart, at vi ikke uden problemer kan lgse ligningssystemet, der kommer ud af



56 KAPITEL 6. MINDSTE KVADRATERS TILPASNING

det:
2 N
A= 0=-23 =y, — i i
Jda, Zzl 01'2 {y; — a1 exp(azx;)} exp(azx;)
2 N
3—2; = 0= -2 Z = {yi — a1 exp(azz;) } arz; exp(ag;) (6.39)

=1 !

og der skal gribes til seerlige midler, beskrevet f.eks. i Press & al. [4], men ikke
her. Der beskrives imidlertid en (forholdsvis) nem metode til at komme uden
om problemet: lineariseringsmetoden. Hvis vi allerede har et st af parame-
terveerdier (aq,as, ..., ay ), som er nogenlunde naer det korrekte seet, der skal
findes, kan vi bruge Taylorekspansionen til at korrigere vores seet. Lad seettet,
vi har, vaere a og lad den reekke Ox?/0a; funktioner, (som alle burde vaere lig
nul, men som ikke er det) veere vektoren F. En korrektion da af a skulle altsa
give

F (a+da)=0 (6.40)
og efter Taylor kan vi skrive

F(a+0a) =F(a)+ F'(a)-da+... (6.41)
(vi ser bort fra led hgjere end F'). Fglgeligt kan vi skrive

F(a) +F'(a)-da=0 (6.42)

og det giver et st ligninger linesert i seettet da, korrektionssaettet. Det er
ngdvendigt at evaluere bade F og derivaterne F’, men det kan altid lade sig
gore. Nar man har lgst for da, finder man sa ud af, at F (a + da) alligevel ikke
er lig med nul, fordi man jo har forkortet Taylorrackken; som regel vil man
dog veere kommet neermere. Man laegger altsa da til a og bruger summen som
det nye szt a. Normalt skal man gentage hele processen nogle gange, fgr man
nar et acceptabelt seet a. Det, der er acceptabelt, skal defineres. Det kan f.eks.
veere at en eller anden norm af F er mindre end et tal, man selv satter.

Lad os tage den ovennaevnte funktion, y = a; exp(agz) som eksempel. Her,

o _
8@1 -

O _

F1 og 8(12

Fy (6.43)

dvs.

N
1
Fi(aj,a3) = =2 Z = {y; — a1 exp(azx;)) exp(asz;)
i=1 ¢
N
1
Fy(ay,a0) = =2 Z > {yi — ay exp(asx;)} a1z; exp(asx;) (6.44)

i=1 !
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og for forbedringerne da; og das,

OFi(ay, OF, (ay,
F1(a1~|—5a1, a2~|—(5a2) = Fl(a1, ag) + 5@1M + 5(12M —
day Oday
0Fs(ay, OF(ay,
Fz(a1~|—5a1, a2~|—(5a2) = Fg(al, ag) + 5@1M + &mw —
day Oas
(6.45)
eller
aq a9 o
OF, OF| |- T L (6.46)
da, Oasy a2 T2

(hvor Fy og Fy betyder Fi(aq,az) osv.; dvs. med de nuvaerende, ukorrigerede
parametre a; og ag). Derivaterne i matricen er faktisk (se definition af Fj og
F3) dobbelderivater af y?, sa ligningen kan ogsa skrives som

822 822 5 %
8&2 8&18&2 ! _%
62X12 92y? - 0)(; : (6.47)
Jas0ay da3 O _8—a2
Sa har vi at J - da = —F (J veerende Jacobian).
Dobbelderivaterne (der er tre forskellige) er
0?x? al exp(2aq1;)
5 = 2 Z 2
Oai — o;
X = ;y; exp(as;) — 2a17; exp(2as;)
= -2 6.48
Oa10as 221 o? ( )
0*x? - a1}y exp(azx;) — 2aix; exp(2asz;)

i=1 i

En sidste ting er, at vi som altid jo er interesserede i de beregnede para-
metres usikkerheder eller deres varianser. De er de samme som varianserne af
korrektionerne da. Som fgr, for generel mindste kvadrater, er de indeholdt i
den inverse matrix J~!, i diagonalen.

Den her beskrevne proces kan generaliseres til en tilpasning til en generel
funktion f (z,a), hvor vektoren a bestar af et antal M parametre. Vi lgser
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altid ligningen J - da = —F', og matricen J er
B 82X2 62X2 82X2 7 ‘a—XQ'
da? da,0as ~~ Oai0aps day
82X2 82X2 82X2 a—XQ
J_ Oas0aq da3 Oas0ayn; 0z F_ Oay (6.50)
82X2 62X2 82X2 aXQ
| DapOay  dapGay ~~ Odd; ] | Dayy |

og, som ovenstaende, inverset af J har usikkerhederne af de beregnede para-
metre i diagonalen.



Kapitel 7

Linezer Algebra og Matricer

7.1 Elementaere definitioner

Et vektorrum (reelt eller komplekst) V over et givent vektorfelt F bestar af et
seet af vektorer

T
X = s X :[ZL‘l,l‘Q,...,ZEn] .

Fglgende operationer er relevante: Sum:

T+

To +
x+y= """

Tn + Yn

det ydre (direkte) produkt:

a1yt T1Y1 T1Y2 T1Ys ... T1Yn

T
XQyr = T2y dvs. matrix | 72Yr T2b2 ToYs ... T2l
l‘nyT TnY1 TnlY2 Tp¥ys ... Tnln

En matrix A og dens transponerede AT defineres som

a1; Q2 - Aip aix Qag1 - Aml

Q21 Q22 -+ A2y A1z Q22 -+ Apy2
A= . . . . 7AT = .

Am1 Am2 ... (mp Aip A2 ... Amp

Det gelder, at matricen A er orthonormal safremt
ATA =1

29



60

KAPITEL 7. LINEAR ALGEBRA OG MATRICER

hvor I er enhedsmatricen. Fgr vi gar videre med operationer af matricer prae-
senteres nogle hyppige former for “sparse” matricer; dvs. matricer med mange
nuller systematisk fordelt over matricen:

7.

ai 0 0

0 99 .

_ , (diagonal),

0 0 Ann
_CLH 12 0 0 T

21 22 23 0

(tridiagonal),

0 0 Um—-1n—2 Am—1n-1 OGm-1n
| 0 0 e Am,n—1 Amn

a1 0 0

Q21 A22 0

(nedre trekant),

Am1  Am2 Amn
11 Q12 Q1n

0 ax as A2n,

(pvre trekant).
Am—1n—1 Am—1n
0 0 Amn

2 Vektor- og matrixnormer

Normen af en vektor eller matrix skrives som [|A]|. For normen af en vektor
eller matrix geelder fglgende:

1. normen skal veere stgrre end nul hvis vektorens eller matricens elementer
ikke alle er lige nul eller
|A]| > 0; ||A]| = 0 iff A=0 (hvor iff betyder “if and only if”);

. normen ganges med skalaren £’s magnitude hvis alle elementer i vektoren
eller matricen ganges med k eller

A = |k[TA;

. normen af summen af to vektorer eller matricer overgar ikke summen af
deres respektive normer eller
A +B| < |A[ +|B;
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4. normen af produktet af to vektorer eller matricer overgar ikke produktet
af deres respektive normer eller

IAB] < [|A[[|B].

Der er en raekke normer for vektorer og matricer. For vektorer er den generelle
form

n /p
Ix[lp = (Z\%Ip> : (7.1)

Den euklidiske norm ||x|| (eller 2-norm) er givet ved p = 2, og infinitynormen

|%||co er defineret for p — oo, som max |x;|, hvor n er vektorens laengde.
1<i<n

Normen for en matrix A kan ligeledes defineres pa forskellige mader, pa
lignende mader som for vektorer. For eksempel for p = 1,

n

A1l = o 3 o (72)

som er den stgrste sgjlesum; mens infinitynormen er her

1Al = max >~ ay] (7.3)
7j=1

1<i<n 4

eller den stgrste rackkesum.

7.3 Lineaer transformation

En linezer transformation kan anskues som fglger. Antag, at vi har en vektor
x, der ved hjelp af en operator A transformeres ind i en ny vektor y (indenfor
det samme vektorrum). Safremt A repraesenterer transformationsmatricen kan
denne proces beskrives ved en matrix-vektor multiplikation af typen

N
Y2 =
y=Ax=|" |, =) ayz;. (7.4)
: et
YUm

7.4 Matrixmultiplikation.

Produktet C af m x n matricen A og n x p matricen B er givet ved

Cll 012 e Clp
Coi Coy - C n
o N e > awbij | (7.5)

k=1

C=AB=
Cot Coz - Conp
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hvor dimensionen af C matricen er m x p. Det bemaerkes, at elementet C;; er
produktet af i’'te rackke i A og j’te sgjle i B. Matrixmultiplikation er distributiv

AB+C)=AB+ AC og (B+C)D=BD+CD
men ikke ngdvendigvis kommutativ, dvs.
AB # BA

vil ofte veere tilfeeldet.

Da matrixmultiplikationen indgar som et centralt element i numerisk be-
regning er det nyttigt at forsta computerens behandling af denne proces. Lad
for bekvemmeligheds skyld matricerne A, B og C veere n xn matricer. Matrix-
multiplikationen defineret ovenfor kan i Fortran-90 udfgres under anvendelse
af operationen MATMUL (efter passende erklaering af matricerne). Man vil umid-
delbart selv programmere computeren til en operation af typen

c=20
do i=1,n
do j =1,n
do k =1,n
c(i,j) = c(i,j) + a(i,k)*b(k,j)
enddo
enddo
enddo

Bemaerk at c er nulstillet for start.

Med et flop (floating point operation) defineret som en addition (subtrak-
tion) eller en multiplikation (division) som vi har i den midterste linje, vil en
matrixmultiplikation kreeve 2n® flop’s. Det bemeerkes, at antal flop per sekund
hyppigt anvendes som et mal for computerens hastighed (ca. 4 Gflop for uran2
svarende til 2.5 - 107! s/flop) . Hukommelseskravet vil for normale reelle tal
(32 bits eller 4 bytes af 8 bits hver) veere 4n? bytes (hvilket for en 1000 x 1000
matrix svarer til 4 Mb). Da computeren har en endelig hukommelse - og denne
ofte er fordelt mellem RAM (Random Access Memory) med “pages” (f.eks. 512
kb) og virtuel hukommelse (nogle Gb pa harddisken) - er det af stor betydning
at ovenstaende operation udnytter computerens lagring af matricer pa optimal
vis for at undga for meget “paging” og disktransporter. Sidstnesevnte operation
er op til to sterrelsesordner langsommere end flytning fra RAM hukommelse
til CPU’en. For at fa et indtryk af processeringstid ved matrixmultiplikationer
kan naevnes, at maskinen uran2 kan klare en 100 x 100 matrixmultiplikation i
1.6 ms, men tager 1.6 s for en 1000 x 1000 (skrevet i 2010).

Idet processeringstiden for store matricer, selv pa kraftige computere, er
anseelig er det umagen veerd at optimere processer som matrixmultiplikation sa
meget som mulig - eksempelvis ved minimering af ungdig datatransport. Antag
at de tre matricer A, B og C har den fysiske dimension m x m (dimensionen
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a
a a2 0sv
as1 a22
asy a32
ani an2

Figur 7.1: Fortrans lagringsorden af matricer i hukommelsen

defineret ved erkleering af de variable), mens den logiske dimension er n x n
(den aktuelt anvendte dimension af arrayene) med n < m. Computeren lagrer
de tre matricer “sgjlevist” efter hinanden dwvs., som illustreret i Fig. 7.1.
Udfgres nu en matrixmultiplikation efter skemaet ovenfor vil beregning af
eksempelvis C}; involvere multiplikation af elementnumrene 1 (i A) og n® + 1
(i B), n + 1 og n? + 2 etc. og dermed et stort antal spring i hukommelsen.
Denne ulempe kan reduceres vaesentlig ved i stedet at anvende proceduren

c=20
do j =1,n
do k = 1,n
doi=1,n
c(i,j) = c(i,j) + a(i,k)*b(k,j)
enddo
enddo
enddo

hvor de tilsvarende operationer involverer elementerne 1 og n?+ 1, 2 og n? + 2
osv. Man har saledes omformet den inderste lpkkes operationer (som jo gar
hurtigst) fra reekke- til sgjleoperation, hvilket passer bedre med den aktuelle
lagring af matricer. Som en generel regel skal man altid tilstreebe mindst mulig
grad af “springen rundt” i hukommelsen, hvilket for matrixoperationer opnas
ved at tage hensyn til at fgrste index lgber hurtigst i Fortran. En god f90/95-
compiler vil sgrge for, at intrinsic function MATMUL udfgres pa denne made.
Det anfgres, som et andet argument, at programmer med minimal “paging” i
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almindelighed ogsa vektoriserer og paralleliserer godt - hvilket er af betydning
for anvendelse af vektorprocessorer og klynger af computere.

7.5 Determinanter

Den made en matrices determinant er defineret pa er den mest tidskrsevende
made at evaluere den. Der er dog nogle egenskaber af determinanter, der ggr
arbejdet mindre tidskraevende. Der er en rekursiv made at udtrykke bestem-
melsen af en determinant pa. Lad os sige, vi har en n x n matrix A. Dens
determinant |A| er sa summen, hen over en rackke (eller sgjle) af reekkens (el-
ler sgjlens) elementer ganget med kofaktorens determinant, med alternerende
foretegn (sign= (—1)(*7). Kofaktoren for det (i, j)te element er den mindre
matrix dannet af A med raekken 7 og sgjlen j udeladt. For eksempel, hvis

1 2 3
A=14 56
5 7 8
sa er kofaktoren for det fgrste rackkeelement aq,; undermatricen {? g}, 08.

Determinanten af A er saledes

1 2 3 '56

7 8

4 6

4 5 6/=1 5 3

-2
5 7 8

ol 1

5 7

hvilket ekspanderer til

1 2 3
45 6| =1(5x8—Tx6)—2(4x8—5x6)+3(4x7—5x5)=3. (7.6)
5 7 8

Udtrykket er rekursiv fordi den benytter ordet “determinant” inden for defini-
tionen af en determinant. Hvis matricen havde veeret stgrre end bare 3 x 3, ville
der have veeret flere trin, med flere og flere mindre determinanter at evaluere,
ned til et antal 2 x 2, som her.

Der er en rackke egenskaber der kan benyttes til at ggre den process nem-
mere, der har relevans til senere afsnit:

1. hvis to raekker af en matrix byttes, sendres foretegnet, men ikke den
absolutte veerdi, af determinanten.

2. Hvis man lsegger en reekke til en anden, sendres ikke determinantens
veerdi (eller foretegn).

3. Har man trianguleret (eller diagonaliseret) en matrix ved eliminering af
det nedre og/eller de gvre trekant (som i Gauss-eliminering eller LUD,
se senere afsnit), sa er determinanten blot produktet af de diagonale
elementer.
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Som skal ses, indgar posterne (1) og (2) i metoderne til lgsningen af linesere
ligningsystemer, og er meget effektive. Nar man benytter (3) sa skal man passe
pa, hvor mange gange man har pivoteret (byttet raekker), ifolge post (1).

Der er mere effektive metoder til at beregne en determinant. De baserer sig
pa punkt (3) i det ovenstaende, som ogsa indeberer de andre to. Triangulering
opnar man med de metoder, man lgser ligningssystemer med, som beskrevet i
afsnit 7.7, dvs. efter Gauss-eliminering eller lgsning med LUD. Disse er mindre
computertidskreevende end den metode beskrevet ovenpa.

7.6 Matrixinvertering

Matrixinvertering kan ogsa veere meget tidskreevende, hvis man ikke benyt-
ter effektive tricks. Den made hvorpa invertering er tit beskrevet, er nok den
mindst effektive. Vi vil invertere matricen A. Fgrst ma vi beregne dens deter-
minant |A| (det kan i sig selv veere en tidskreevende proces). Sa transponerer
man matricen, og hvert element af den inverse matrix V, V;, er givet ved
kofaktoren af det tilsvarende element i AT (dvs, determinanten af den mindre
matrix dannet af AT med den ite rackke og den jte sgjle udeladt) divideret
med determinanten |A|, samt at der skal skiftes foretegn ved de lige steder,
lige som nar man beregner en determinant. Her er et simpelt eksempel. Vi har

1 2 3
A=1(4 56
5 7 8

Determinanten er lig med 3 som det sas i (7.6). Inversen dannes herefter fra
den transponerede matrix:

1 45
AT=12 5 7
36 8

og sa har vi at elementerne i den inverse V er dannet af kofaktorerne hen af
en rakke eller sgjle:

115 7
‘/11 - g )6 8) 9
112 7
Vig = ~3 ‘3 gl
112 5
‘/13 - g 3 6|
osv., og resultatet er til sidst

-2 5 -3
V=—g| -2 -7 ¢
3 3 -3
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Denne metode er som sagt meget tidskreevende (ogsa for en computer), men
egner sig fint for matricer op til 3 x 3. For stgrre matricer anvender man mere
effektive metoder, se nedenfor under afsnit 7.7.

7.7 Lgsning af lineare ligningssystemer

Inden for kemi og fysik stgder man ofte pa linezere ligningssystemer af typen

an oy + apTy + a13r3 + -+ apT, = b
9121 + Q999 + Ao3x3 + - - - + A9p T, = by
a31T1 + a32Ty + A33T3 + - + A3 T, = b3
(7.7)
A1 %1 + Apma®s + Ap3Ts + - + Gy, = by
(7.8)
med n ubekendte xq,xs, - -, x, relateret via m ligninger. I tilfeeldet n = m er

der lige sa mange ligninger som ubekendte og systemet kan lgses, safremt alle
ligninger er linesert uafthaengige (det ikke-singulaere tilfaelde). Ligningssystemet
er singulaert, nar to eller flere ligninger er linesert afthesengige (ofte betegnet
reekkedegeneration).

Ovenstaende ligningssystem kan bekvemt skrives pa matrixformen

A-x=b,

hvor A er den sakaldte koefficientmatrix, mens b og x er sgjlevektorer med
sidstnaevnte indeholdende de ubekendte

a1 Gz v Qip 1 b

Q21 Q2+ Qop To bs
A=| . o ) , X = , b=

A1l Am2 - - - Qmn Tn by,

Nar man udfgrer disse operationer, betyder ordet “reekke” ikke blot ma-
tricens raekke, men ogsa det tilsvarende element i vektoren b pa hgjre side af
systemet (7.7). Som det ses senere, benytter man en udvidet matriz, som in-
deholder bade matricens koefficienter, samt en ekstra sgjle med den hgjre side
i, og sa behandler man alt pa en gang.

Der findes en reekke mere eller mindre effektive metoder til lgsning af li-
neaere ligningssystemer. I dette og efterfglgende afsnit beskrives nogle af de
simpleste lgsningsmetoder. Indledningsvis beskrives den sakaldte Gauss eli-
minationsmetode, der ikke kan betegnes som den mest robuste eller hurtigste
metode, men fordi den konceptionelt er simpel at forsta og er nyttig i praksis,
eksempelvis til matrix invertering.
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Trekantsmatricer

Mange metoder for lgsningen af lineszere systemer gar ud pa at konvertere en
given matrix til en gvre og/eller nedre trekantmatrix.

En gvre trekantsmatrix har elementer forskellige fra nul pa diagonalen og
over diagonalen. Alt under diagonalen er lig nul. Hvis det ligningssystem, der
skal lgses har sadan en matrix, er det let at lgse:

a11T1 + Q129 + A13T3 + -+ * + ATy = b1
(23 + Ap3T3 + + -+ + G2pwp, = by

a33xs 4+ -+ aznLy, — b3 (79)
Apndn = bn

Safremt alle a;; # 0 kan x,, bestemmes fra sidste ligning, x,_; ved indsaettelse af
denne Igsning i ligningen ovenfor og sa fremdeles. Denne metode, der benaevnes
back substitution, kan rekursivt udtrykkes som

1 n
x " ( | E a]:c]> (7.10)

En nedre trekantsmatrix har elementer forskellige fra nul pa diagonalen og
under diagonalen. Alt over diagonalen er lig nul. Et ligningessystem med sadan
en matrix, er ligeledes let at lgse, med forward substitution:

a1 = b
2121 + Q2222 = by
a31T1 + 32X + a33x3 = bg (711)
Ap1 T + paTs + Ap3®3 + -+ UppTy = by

Her starter vi med fgrste ligning, som leverer x; direkte, og sa fremdeles. Den
generelle rekursive formel her er

i—1
1
=0 =Y ayay | 12
X (0773 ( v = UIUZL‘]) (7 )

Gauss og Gauss-Jordan elimination

Ovenstaende ligningssystem (7.7) potentielt kan lgses i tilfeeldet, hvor m = n
og koefficientmatricen er en gvre (eller nedre) trekantsmatrix, eller kan bringes
pa fr. gvre trekantsform. Dette gores ved sakaldt Gauss elimination. Denne
metode er baseret pa at benytte sig af en systematisk eliminering af elementer,
for at na frem til en gvre trekantsmatrix.

Der er nogle nyttige regler for hvad man ma med matricer, der gor lgsninger
mulige. Man ma
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e bytte raekker
e gange en rackke med en konstant.

o lxgge raekker sammen, dvs, erstatte en rackke med en (vaegtet) sum af
selve reekken og en anden.

Det sidste kan eliminere elementer vi gerne vil nulstille. For eksempel, i syste-
met (7.7) vil vi gerne have alt det der ligger direkte under det gverst til venstre
element stillet til nul. Generelt er operationen den, nar vi vil eliminere a; 1, at
vi erstatter linje ¢ med summen af linje 1 ganget med a;; og linje ¢ ganget
med —aqq, osv. Et eksempel vil illustrere dette. Lad os sige, vi har med dette
system at ggre:

1 2 37 ([n 11
2 =2 —1 | |m]=]2]. (7.13)
3 -1 2| |ag 12

Det er en fordel, hvis systemet er, sa vidt muligt, diagonal dominant, og det er
ikke tilfeeldet her. Derfor bytter vi om pa raekke 1 og 3. Dette kaldes pivote-
ring. Inden vi udfgrer det, ma vi beskrive en anden mekanisme. Nar vi bytter
rackker eller leegger rackker sammen, ma vi ogsa ggr det samme med den hgjre
side, vektoren b. For at gore det nemmere, udvider vi koefficientmatricen til en
udvidet matriz (eng.: augmented matriz), som har denne vektor lagt til som en
ektra sgjle. Matricen bliver sa repraesenteret i sin udvidet (og pivoteret) form
som

3 -1 2 | 12
2 —2 -1 | 2. (7.14)
1 2 3 | 11

Nu kan vi begynde at eliminere elementer. Lad R; sta for reekke 7. Vi begynder
med at erstatte Ry med summen —2 X Ry + 3 X Ry, og R3 med —R; + 3 X R,
hvilket giver

3 -1 2 | 12
0 —4 -7 | -18]. (7.15)
o 7 7 | 2

Vi mangler at eliminere et element mere, ved at erstatte Rz med —7 X Ry +
(—4) x Rs, og vi ender med

3 -1 2 | 12
0 —4 -7 | -18]. (7.16)
0 0 21 | 42

Nu har vi et gvre trekantssystem, og kan tilbagesubstituere, fra bunden. Vi
kan direkte finde at 3 = 2, og ga op ad systemet. Vi far lgsningen til systemet
(7.14) (7.13), (21,22, 23) = (3,1, 2).
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Vi kan ogsa, efter at have beregnet (7.16), fortseette og eliminere elemen-
terne over diagonalen, i stedet for at tilbagesubstituere. Det forgar pa analog
vis, og vi ender med

1764 0 0 | 5292
0 -84 0 | -—84]. (7.17)
0 021 | 42

Dette er metoden Gauss-Jordan.

Leeg meerke til, at koefficienterne bliver stgrre, men nu kan vi bare aflee-
se lgsningen. Der er en alternativ procedure, der forhindrer, at koefficenterne
bliver stgrre og storre. I stedet for at gange med matricens koefficienter, divi-
dere vi med dem. Det fgrste elimineringstrin bliver saledes at erstatte Ry med
—éRl + %Rg, hvilket ogsa eliminerer et element, og analog med de andre. Dette
ender med

3 -1 2| 12

o 2 I] 3 (7.18)
7

0 0 &5 | %

hvilket naturligvis giver samme resultat. Hvis vi gar videre med Gauss-Jordan
bliver det diagonaliserede system til

7

oo %

0 -2 0| -3 (7.19)
0o 05 | I

Vi kan skalere hele systemet ved at dividere med diagonalelementerne, hvilket
er en made at praesentere lgsningen pa. Det giver

100 | 3
010 | 1 (7.20)
001 | 2

hvor lgsningen star nu direkte pa hgjre side. Dette egner sig til at invertere
matricer, se nedenfor.

LU dekomponering (LUD). Crout’s metode

En effektiv og fleksibel metode for at lgse linezere systemer er LUD eller LU-
dekomponering. Vi forudsaetter, at matricen A i systemet

Ax=b (7.21)

kan omregnes til et produkt af en nedre og en gvre trekantsmatrix, LU = A.
Sa har vi, efter multiplikation af (7.21) med L™!

Ux=L'b=y, (7.22)
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Ly=b. (7.23)

Fra sidste ligning bestemmes y ved “forward substitution” som er en let pro-
cess da matricen L jo er en nedre trekant. Herefter anvendes y i (7.22) til
bestemmelse af x ved “back-substitution”, da U er ligeledes en trekantsma-
trix.

Hovedproblemet bestar nu i at finde L og U. Dem finder man ud fra at
deres produkt LU skal veaere lig med A. Til at ggre det muligt, skal der vaere
en betingelse; der skal veere et-taller pa diagonalerne i enten L eller U. Har vi
det, kan vi gradvis, med rekursive udtryk, beregne alle andre elementer i de to
matricer. Vi benytter igen ovenstaende eksempel (7.13), efter reekkebytning.
Nar man LU-dekomponerer, kommer den hgrje side b ikke i billedet, indtil
man benytter L og U. Matricen der skal LUD’es er altsa produktet

1 0 O U1 Uiz Uiz 3 —1 2
621 1 0 x 0 U2o U2z | = 2 =2 -1 . (724)
l31 l3 1 0 0 ‘uss 1 2 3

Processen er nu nem at forsta. Vi kan uden videre satte den gverste rackke i
U, som er (3,—1,2) ud fra at 1 x u1; = 3 osv. Nu at vi kender de tre u-vaerdier
kan vi seette den fgrste sgjle i L: ved at gange raekke ¢ i L med forste sgjle i
U, for i = 2, 3. Derefter benytter vi disse nu kendte veerdier. For eksempel far

Vi ug9 ved at bruge fo1u10 + Uz = —2, og sa fremdeles. Det endelige resultat
bliver
1 0 0
L=|2 10 (7.25)
b
og
3 -1 2
U=|0 -3 -1 (7.26)
0 0 -1

I praksis, eftersom vi ved at diagonalen af L er 1’er, kan vi sla de to sammen
i en enkelt matrix:

3 -1 2

2 4 7

5 73 T3 (7.27)
11 1

3 4 4

med diagonalen underforstaet. Det er saledes, computerrutiner gemmer begge
matricer vaek i én.

Ovenstaende eksempel illustrerer proceduren. Den formelle beskrivelse er
fglgende. Man udferer, skiftevis, for alle j = 1,...,n, de to operationer

i—1
Uij = Qij — Zfikukj 1=1,2,...,) (7.28)
k=1
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0g
1 —
lij:K aij—zfikukj i=g+Lg+2,.n (7.29)
JJ k=1

hvor a,; er det tilsvarende element i matricen A.

Nu kommer den store fordel ved LUD. Den bliver aktuel nu. Lad os sige,
i vores eksempel, at den hgjre side b er (passende til det pivoterede system
(7.14)), vektoren [12,2,11]T. Notér ligning (7.23). Da vi jo kender L, kan vi
beregne vektoren y. Den bliver til [12, —6, —3.5]7. Har vi den, kan vi ga videre
til lgsningen af den efterspgte vektor x, givet ud fra ligning (7.22), igen en let
proces. Begge disse operationer er meget lette, da de bare involverer brug af
trekantsmatricer. Hvis vi nu far en ny b, kan vi hurtigt udregne den tilsvarende
nye X, uden igen at skulle udfgre en LUD. Dette forekommer ret tit i fysik-
kemiske beregninger.

Matrixinvertering

I afsnit 7.6 blev en systematisk metode for matrixinvertering beskrevet og det
blev noteret, at denne er meget ueffektiv for matricer stgrre end 3 x 3. For
stgrre matricer anvender man mere effektive metoder.

Bl.a. LUD kan bekvemt anvendes til bestemmelse af den inverse A~! til
en matrix A. Inversion af n X n matricen A kan foretages ved lgsning af de n
ligninger Ax; = e; indeholdt i

Ti1 T2 ... Tip 10 0
Tpl Tpa .- Tpn o0 - 1

hvor A bliver lgst for et antal hgjre sider, saledes at den udvidede matrix er

a1 Qi ... Qip ‘ 1 0 ... 0
a o 1 0 ...

2 I , . (7.31)
api ... Ann | o ... 1

Nar A er reduceret til en diagonal (dvs, den er lgst for alle hgjre sider, som hver
indeholder et enkelt 1-tal), star A~! i den udvidede del. Det kan lade sig ggre
med stor effektivitet med LUD. Her LU-dekomponerer man fgrst matricen A,
og lgser den derefter for n hgjre sider som alle bestar af en vektor af nuller,
med et enkelt 1-tal i det i’te sted, hvilket giver den 7'te sgjle i inverset, for ¢
lgbende fra 1 til n.
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Tridiagonale systemer

Der opstar ikke sa sjeeldent ligningssystemer, hvis koeffcientmatricer er tridi-
agonale, dvs, hver linje har kun tre elementer liggende omkring diagonalen
(undtagen den forste og sidste linje, som kun indeholder to). Det ville veere
spild af computertid at lgse sadanne systemer med de normale metoder be-
skrevet ovenpa, da der er en del nuller man ellers kan se bort fra. Der er mere
effektive metoder til at lgse disse. Lad os sige, vi har systemet

_CLH a12 0 0 c. 17 T ] [ b1 ]
o1 Q22 Q23 0 Ce i) b2
0 a3z Q33 as4 0 c. XT3 b3
—| 7. (732
0 s Upn—1n—2 Gn-1n—1 GQn-1n Tp-1 bn—l
i 0 (-1 np | | Tn ] i by, |

Det er ofte sadan, at vi kender enten aq; eller a,,. Hvis det sidste er tilfeeldet,
gar vi baglens op ad matricen og reducerer den til en didiagonal. Gaende
bagleens fra bunden og ved at substituere i hver linje ¢ for x;,1, producerer vi
et nyt seet, hvor hver linje nu kun har to elementer, indtil vi nar op til den
forste, som reduceres til et enkelt element. Det giver direkte lgsningen for xq,
og sa gar vi frem i nedad retning og lgser for alle. Laes nsermere om det i Press

& al. [4].

Iterativ lgsning (Jacobi, Gauss-Seidel)

Iterationsmetoden, allerede beskrevet i afsnit 2.7, side 12, for enkelte ligninger,
kan ogsa bruges til lgsning af ligningssystemer, enten linegere eller ikke-linesere.
Den metode, der umiddelbart resulterer fra “g-metoden” i afsnit 2.7 ved at
udvide den, kaldes Jacobi-metoden (ikke at forveksle med Jacobis metode til
at beregne egenveaerdier). Metoden illustreres bedst med et eksempel. Lad os
sige, vi har et szt af tre ligninger at finde lgsninger for:

8l‘1 + o — T3 = 8
21’1 + o + 9373 = 12 (733)
T — Tr9+22x3 = —4

(lpsningen er, at alle tre x; er lige med 1, men vi lader som om vi ikke kender
den). Man starter med et geetsaet. Proceduren er nu, at man bytter ligningerne
saledes, at diagonalen er sa vidt muligt dominerende. Det kan vi ggre ved
at bytte ligning 3 med ligning 2. Hvis vi udtrykker det resulterende system
generelt som det linesere system

Ax=Db (7.34)
sa er den iterative proces den, at vi anvender ligningen

2 = (b - Z ayT j‘) (7.35)

Jj=1,j#1
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for successive i. I ovenstaende eksempel er systemet, efter bytning,

1
I :§(8—1’2+$3)
1

1
T3 = 5(12 — 2.1’1 — .I‘Q)
T
og vi starter med et gaetsaet, for eksempel, [xgo),xgo),xgo)] = [O,O,O]T. Det
giver regningerne
(1 _
2 §_(L.0—1.0)=1.000
zy) = 2 (L.0+2.0)=0571 7.37
1
zy) = 2 (2.041.0)=1333. (7.38)

Den proces gentager vi nu. Her er en tabel over de veerdier man far:

trin: 0 1 2 3 .. 7
z; 0 1.000 1.095 0.995 1.001
zoe 0 0571 1.095 1.026 ... 1.001
rs 0 1.333 1.048 0.969 1.001

(vi har udeladt nogle trin). Dette er Jacobi-metoden. Det ses, at veerdier-
ne konvergerer pa lgsningen, men ret langsomt. Det er muligt at fremskynde
konvergensen en smule, ved at benytte, indenfor hvert trin, de allerede nye
beregnede; i det ovenstaende benyttes der startgaettet hele vejen igennem den
forste iteration, dws., i anden beregning bruges der x; = 0, selvom den er lige
beregnet til at veere lig med 1. Bruger man disse nye veerdier omgaende, hedder
metoden Gauss-Seidel og for denne metode, ser de fgrste tre ud som fglgende:

2V = 2 (1.0-1.0)=1.000

) = (142 .0)=0714 (7.39)
1
o) = 2 (2.141.0.714) = 1.032. (7.40)

Tabellen bliver nu til

trint 0 1 2 3 4
;0 1.000 1.041 0.997 1.001
e 0 0.741 1.014 0.996 1.000
3 0 1.032 0.990 1.002 1.000

og det er tydeligt at lgsningen konvergerer hurtigere.

Denne metode virker dog ikke altid. For eksempel kan den ikke anvendes
til lgsningen af systemet (7.13); den beregnede lgsningsvektor divergerer mere
og mere.
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7.8 Egenveerdier og egenvektorer

En matrices egenvaerdier og tilhgrende egenvektorer er defineret ved egenveer-
diligningen

Ax = \x, (7.41)

hvor A er en egenveerdi og x den tilhgrende egenvektor. A er en egenveerdi, hvis
og kun hvis

A — )| =0, (7.42)

hvor |...| betegner determinanten. Det fremgar herved, at bestemmelsen af
A’s egenveerdier svarer til bestemmelse af rgdderne til det karakteristiske po-
lynomium

N 4 N g A+ ag =0, (7.43)

hvor koefficienterne atheenger af n x n matricen A.

Man kunne altsa “bare” finde rodderne af (7.43). Problemet er blot, at det
er meget vanskeligt og tidskraevende, at finde et polynomiums rgdder. Faktisk
er det sadan, at man ggr det omvendt: eftersom der er mere effektive metoder
til at finde egenveerdier pa, benytter man sig af dem til at finde rgdder af
polynomier, ved nogle kunstgreb, se kapitel 2, afsnit 2.8.

Der er ikke nogle direkte metoder for at finde egenveerdier eller egenvek-
torer; de er alle i hgjre eller mindre grad iterative. Her naevnes der kun nogle
af disse, uden at ga i detaljer. Press & al. [4] beskriver saledes Jacobitrans-
formationen, som er anvendelig for reelle symmetriske matricer (og har reelle
egenvaerdier), og QR-faktorisering for alle andre matricer. Press & al. [4] an-
befaler ogsa at man bruger feerdige rutiner, og vi fglger deres rad her, undtagen
de iterative metoder der beskrives i naeste afsnit.

“Power”’-metode til bestemmelse af hgjeste egenvaerdi

Man starter med et geet pa egenvektoren; det kunne passende vere vekto-
ren [1,1,...,1]7. Gang matricen med den, hvilket giver en produktvektor.
Prgveveerdien af egenveerdien er sa det element i produktvektoren, der har
den stgrste magnitude. Divider produktvektoren med dette tal, som giver den
forbedrede egenvektor. Gentag processen, indtil egenvaerdien ikke laengere gen-
drer sig (betydeligt). Her er et eksempel. Vi vil have den hgjeste egenveerdi for

410
matricen [0 2 1]|. Fgrste prgve er altsa
0 01

41 0] 1 5
02 1| [1] =|3] =506 (7.44)
00 1|1 1
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hvor vores forste estimat pa egenveerdien er 5. Vi gentager:

41 0]1 4.6 1
0 2 1| ]06] =[10] =46x |0217| . (7.45)
00 1| |02 0.2 0.0435

Efter et antal af disse iterationer far vi en endelig egenvaerdi lig med 4.0 og en
egenvektor lig med [1,0,0]7.

Hvis vi heller vil have den mindste egenveerdi, kan vi fa den ved forst at
invertere matricen, og sa iterere pa samme vis (og tilbageinvertere den nu
storste).

Iterativ metode til bestemmelse af laveste egenvaerdi

Idet matrixdiagonalisering normalt er forbundet med et operationstal (antal
flops) af stgrrelsesordenen n?, vil direkte bestemmelse af alle egenveerdier og
egenvektorer ofte veere szerdeles tids- og hukommelseskraevende for matricer
af dimension n > 500. I specielle tilfaelde, hvor matricen A er “sparse” (duvs.
tyndt besat, indeholder mange nuller), og man kun er interesseret i en eller fa
af de laveste egenveerdier, kan man med fordel anvende iterative metoder.
Antag, at vi har en tyndt besat symmetrisk matrix A af dimension n for
hvilken vi simpelt kan udfgre den linesere transformation jvf. (7.4), side 61.

=
y = Ax (7.46)

hvor den vandrette “Tuborg” her og i det fglgende for overskuelighedens skyld
indikerer en linezer transformation. Bestemmelse af A’s i’te egenveerdi, bestemt
via

pa baggrund af et begyndelsesgaet x(© pa egenvektoren kan foretages som
folger: (7.47), med x(© sat ind pa x;’s plads, multipliceres med (X(O))T

(X(O))T‘ Ax© — \© (X(O))Tx(m (7.48)

og, da (X(O))TX(O) er en skalar,

(X<o>)T Ax©

A0 —
(xO)" x(0)

(7.49)

Dernaest antager vi, at A kan omskrives til

A=AO L A0 (7.50)
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hvor A® er en dominerende, let inverterbar (normalt diagonal) del og A en
korrektionsdel. Tilsvarende anvendes

A= A0 4 0. x = x© ¢ xO (7.51)

hvor venstresiderne stadig repraesenterer eksakte veerdier. Ved indseettelse af
disse omskrivninger i (7.47) opnas

A\

[AQ £ AD] [xO 4 xO] = [A© 1+ AD] [x© 4 xO] | (7.52)

der ved negligering af led kvadratiske i korrektionsleddene let omskrives til

A\

x = — [AO O A - AOT - \OT] xO (7.53)

Det bemaerkes, at indholdet i [...] i ovenstaende ligning svarer til matricen A
med M'erne fratrukket diagonalen (dvs. svarende til, at disse blev multipliceret
med enhedsmatricen I). Kraever vi nu orthogonaliteten

(X(O))Tx(l) =0 (7.54)

kan A\ opnés fra (7.52) ved multiplikation med (X(O))T fra venstre pa begge
sider

0=—(x)"[AO - >\(°>I]*1r[A _ )\H))I] o)
i (X<o>)T [A© — A(O)I}fl A D5

som giver

A — { (x) [A© o7 ! X<o>}

-1

(7.55)
. (X<o>)T [A<O>—A<0>1]’1 [A—2O1] xO .

Som ses i eksemplet nedenfor, kan dette udtryk sommetider forenkles, hvis
matricen A ikke blot er diagonaldominant, men hvor alle diagonalelementer
har samme veerdi.

Fra ovenstaende udledning ses let, at korrektionsleddene for savel egenvaerdi
M og egenvektor x(V let bestemmes via ligningerne (7.55) og (7.53) under
anvendelse af den linesere transformation (indikeret med vandret Tuborg og
det indre (skalare) vektorprodukt (7.46)). Metoden er iterativ, idet man ved
bestemmelse af korrektionsleddet x() til det oprindelige bud pa egenvektoren
x(®) opnar et forbedret bud

Xforbedret = X(O) + X(l) 5 (756>

der benyttes som nyt x© til bestemmelse af en ny veerdi for A ((7.49)) og
derefter gentagelse af hele proceduren ovenfor. Safremt residualet

R=|[A-\O1]x"| <4 (7.57)

er under en given (lille) veerdi § afggres, at A®, x(© danner det endelige
egenveerdi-, egenvektorpar (dvs. konvergens er opnaet). Veerdien af 6 ma veelges
passende.
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Bemeerkning om den linezre transformation

Her har vi tit at ggre med meget store matricer, og det kunne virke som om man
skal udfgre store matrixmultiplikationer for den linesere transformation. Det er
dog ikke tilfeeldet. Matricerne er tyndt besat, med et indholdsmgnster der gor,
at multiplikationen kan forenkles, ud fra vores viden om, hvor elementerne i
matricen ligger. Et eksempel er Hiickelmatricen, givet ved

[ [ 6]
g a f

a-| . (7.58)

g a p
| 6 g

Nar vi multiplicerer denne matrix med vektoren x for at opna produktvektoren
y, er opskriften fglgende:

Y1 = axy + Prz + Py, (7.59)
derefter for allei =2...n —1

yi = Brio1 + oz + fri ; (7.60)
og til sidst,

Yn = Pa1 + a1 + axy . (7.61)

For en n x n matrix A, betyder det saledes 3n multiplikationer samt n ad-
ditioner, hvilket er langt mindre end de ca. n? operationer ngdvendig for en
generel, fuldt besat, matrix nar n er stor.

Eksempel: Hiickelmatricen

Hvis vi vil finde den laveste egenveerdi af en Hiickelmatrix som i (7.58), kan vi
forenkle (7.55) til

&@ffA—A&ﬂx@

AL =
(x)" x(0)

(7.62)

fordi her er alle diagonalelementer éns. Opskriften for dette problem er sa
folgende:

(a) szt startveerdier for x(¥; det kunne passende veere vektoren

[0707ﬁ7“' 7%]71;
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(b) udfer den linezere transformation (7.46) og beregn A\ ud fra (7.49);
(
(d

c) chek for konvergens ved at anvende (7.57); er R < ¢, exit fra iterationen;
bestem A, lign. (7.62);

(e) bestem x| lign. (7.53);

(f) find 2 forpedrer 08 benyt den som nyt x():

)
)
)
)
)
)

(2) gatil (a).

En passende veerdi for ¢ skal naturligvis seettes inden processen startes.



Kapitel 8

Funktionsevaluering

Computersprog som Fortran, Pascal, C++ osv. har indbyggede funktioner som
SQRT, SIN, EXP, LOG, osv., som skal evalueres pa stedet af computeren. Og tit
har man selv brug for en ny funktion der ikke er med, og sa spekulerer man pa,
hvordan den kan evalueres. Tit griber man sa til en download fra professionelle
pakker, men det er alligevel interessant at vide, hvordan man ggr. Et eksempel
er fejlfunktionen erf og dens komplement, erfc, der bruges som eksempel i
kurset DatK, hvor den evalueres ved integration.
Der er blandt andre folgende metoder der kan bruges:

e Numerisk integration

Newtons metode

e approksimerende polynomier

rationelle funktioner

asymptotiske raekker.

I mange leerebgger finder man opskrifter for visse tricks, der siges at for-
bedre effektiviteten af en given metode. Mange af disse stammer fra en tid,
hvor folk udfgrte disse beregninger med handen, og de beskrevne tricks er i
dag ofte ikke meget mere end kuriosummer, da en computer uden problemer
bare kan gge antallet af iterationer eller af led i en rackke. Nogle af disse tricks
naevnes alligevel nedenfor, fordi de synes interessant og desuden kan give en
idé om strategier i numerisk regning.

For utallige eksempler af approksimationer til mange funktioner, henvises
laeseren til Abramowitz & Stegun [3].

8.1 Generelt

Praecisionskrav

Nogle aspekter i praecision er:

79
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e Beregnede vaerdier bgr veere lige sa praecise som de andre regnestykker
computeren udfgrer. Det stiller ikke sa skarpe krav til enkelt preecision,
men ret skarpe til dobbelt praecision (dvs normalt ca. 16 eller flere deci-
maler).

e Nogle funktioner har kendte omrader, og regninger ma ikke resultere
i veerdier der treeder ud af disse. For eksempel ma sin x aldrig treede
udenfor £1.000.

Der er to slags definition eller krav pa praecision: absolut eller relativ. Hvis
vi kalder den beregnede veerdi v, og den sande veerdi v, sa er den absolutte fejl
defineret ved

€q =Up — 0 (8.1)
og den relative fejl ved

=21 (8.2)

v

Den forste kan veere mere relevant for en funktion med et beskedent omrade,
som fz. sinusfunktionen, mens en funktion som exponentialfunktionen skal have
en vis relativ praecision.

Hvor kommer formlerne fra?

Nogle formler stammer simpelthen fra de kendte ekspansioner (de sakaldte
McLaurinraekker). Et eksempel er eksponentialfunktionen, som ogsa kendes
som
- R B

o = ldad ordgr bt (8.3)
som for visse argumenter (mindre end 1 i stgrrelse) kan anvendes til at beregne
funktionens veerdi. Man kan finde sadanne rackker for mange andre funktioner
sa som logaritmer, de trigonometriske funktioner samt andre. I andre tilfselde
har man tilpasset et polynomium til en funktion; et eksempel her er fejlfunktio-
nen erf og dens komplement erfc, som ogsa kan udtrykkes som McLaurinraek-
ker, men de egner sig ikke sa godt til evaluering. Polynomier er ofte beregnet
empirisk som det bedste bud, dvs et polynomium, der passer ret godt over et
bestemt omrade af funktionens argument.

Forhold mellem funktioner

Mange funktioner kan udtrykkes som funktioner af andre funktioner. I princip-
pet behgver man ikke, for eksempel, at approksimere cosinusfunktionen, hvis
man har en approksimation til sinusfunktionen, fordi de har en kendt relation
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til hinanden. Det kan dog haende, at man alligevel hellere vil bruge en saer-
skildt approksimation, selv om man i princippet ikke behgver. Et eksempel er
fejlfunktionen erf og dens komplement erfc. Det geelder jo at

erfc(z) =1 — erf(x) (8.4)

og sa kunne man ngjes med kun den ene. Men for store = er der langt mere
praecise formler for erfc end resultatet af at beregne erf og benytte ligning (8.4).
I bogen af Press & al. [4] anbefales der at bruge den inkomplette gammafunk-
tion til at beregne fejlfunktionen, mens der er et antal polynomiumsudtryk i
Abramowitz & Stegun [3] for denne funktion.

Segmentering

I nogle tilfeelde er det bedst at bruge forskellige formler for forskellige omrader
af argumenter til en funktion. Saledes bliver veerdierne mere og mere ungjagtige
for funktionen erfc hvis man bruger en approksimation for erf samt (8.4), jo
stgrre argumentet x bliver. For store x er en seerskildt approksimation for erfc
bedre. Dette kaldes (eng.) “segmentation”. Det ser man ogsa i de hyperbolske
funktioner. For eksempel kan man bruge approksimationer for eksponential-
funktionen til at beregne sinh(z), men hvis |z| < 1, er det bedre at bruge en
polynomiumsapproksimation i stedet, fordi man ellers traekker to temlig ens
veerdier (ca. 1) fra hinanden, hvilket er ungjagtigt.

Omradereduktion

Hvis man ser pa funktionen log,, som et eksempel, er det klart at man ikke
behgver at skrive en approksimation til tal i alle mulige stgrrelser, fordi man
kender funktionen for potenser af 10. Man omskriver derfor argumentet z i
formen

r =y x10" (8.5)
hvor n er det heltal, for hvilket 1 < y < 10. Sa er resultatet
log;px =n+log,yy . (8.6)

Dette er (eng.) “range reduction”. Det samme gor man med mange funktioner
med argumenter der potentielt har et uendeligt omrade. I tilfeeldet af funktio-
nen In, kan man bruge reduktionen

r=yx2", (8.7)
reducere argumentet til 0.75 <y < 1.5 og den endelige formel bliver derved
mz=nln2+ny. (8.8)

Verdien In 2 kan beregnes i forvejen og lagres til brug.
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Omradereduktion bliver brugt til mange funktioners approksimation, in-
klusiv kvadratrod. Her er det oplagt at bruge reduktionen

r=1yxn? (8.9)
hvilket gor at y er reduceret til 0.25 < y < 1. Formlen er sa

VI =nyy . (8.10)

For de trigonometriske funktioner, som er periodiske med 27 kunne man,
for store argumenter, ngjes med at treekke sa mange gange 27 fra, indtil ar-
gumentet ligger i omradet 0 < x < 27, men ogsa det ville betyde for stort et
omrade. Her kan man bruge det endnu mindre omrade 0 < x < 7/2, samt de
kendte simple relationer mellem de fire kvadranter.

Chebyshev-polynomier

Der er en familie af polynomier, som er yderst nyttige i sammenhaeng med,
blandt andet, funktionsapproksimationer. En gruppe af disse er alle betegnet

som T,,, med n =0,1,.... De fgrste 11 kommer her:
TO — 1
T1 = T
T, = 22°—1

Ty = 42 — 3z

T, = 8*—8z2+1

Ts = 162° —202° + bz (8.11)
Ty = 3225 —48z% + 1822 —1

T, = 642" —1122° + 562° — Tz

Ty = 1282% — 2562° 4+ 160z* — 3222 + 1

Ty = 256" —576x" + 4322° — 1202° + 9z

Tio = 51229 —12802% + 11202° — 4002* + 502% — 1 .

Man vil bemaerke et antal regulariteter i disse formler. Der er en mere generel
made at skrive dem pa:

T, (x) = cos (n arccos x) (8.12)

hvilket producerer alle. Dog er de ovenstaende i de fleste tilfeelde mere be-
kvemme at arbejde med.

En vigtig egenskab af alle disse polynomier er at, indenfor omradet —1 <
x < 1, holder de sig indenfor det samme omrade [—1, +1]. Fig. 8.1 viser nogle
af funktionerne. Man kan ogsa vende formlerne om, og det kan veere meget
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X

Figur 8.1: De forste 7 Chebyshevfunktioner i [—1, +1]

nyttigt, som vil ses senere:
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v 8

(To + 1)
(3T + T3)
(3Ty + 4Ty + )
= L (10T + 5T + Ty)
5 (10Th + 15T + 6Ty + Tp) (8.13)
(35T} + 2175 + 7T + T%)
= (35T, + 56T + 28Ty + 8T + T%)
= 5L (1267 + 84T + 35T5 + 9Ty + Tp)
= (12675 + 21075 + 1207y + 45T + 10Ts + Tho) -
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Begge disse tabeller bruges til at komme frem til effektive polynomiumsraekker
i afsnit 8.4.

8.2 Numerisk integration

Selvom den metode ikke er prominent i laerebgger om emnet, kan den bruges i
tilfzelde hvor man ikke behgver hgj effektitivet men hurtig programmering. Man
har for eksempel erfaring i at bruge integration, og har brug for fejlfunktionen,
som let kan evalueres ved integration, og det kan veere lettere end at bruge
en af de flere metoder beskrevet i Abramowitz & Steguns bog [3], baserede
pa polynomier. Men generelt er integration ikke den foretrukne metode. Se
kapitel 3 for denne metode.
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8.3 Newtons metode

Newtons metode kan anvendes i de tilfzelde, hvor den funktion der skal evalu-
eres let kan vendes om. Kvadratroden er sadan én funktion. Vil vi have /a,
kan vi evaluere det som rod af ligningen

flx)=2—a (8.14)

hvilket er nemt med Newtons metode. Man benytter selviglgeligt omradereduktion
inden man begynder med lgsningen. Her skal man beslutte en startveerdi. Den
kan meget passende veere selve argumentet a, isser med omradereduktion (men

se afsnit 8.4). Opskriften er er altsa folgende. Find n i ligningen (8.9), erstat
(8.14) med

fly) =y* —a/n’ (8.15)
og lps for y. Newtons generelle formel (2.4) pa side 9 bliver her til
S P (8.16)
Yn+1 = 2 Yn n2yn . .

Det kan ogsa betale sig at bruge denne metode til at finde en kubikrod, i stedet
for at bruge logaritmer (som computere generelt ggr for sadanne rgdder). Vil
vi have kubikroden af a, kan vi skrive

flx)=2°—-a (8.17)
og lpse det. Fike [7] anbefaler dog at dividere med z, hvilket giver
f(z)=2*—a/x. (8.18)
Newton-formlen bliver sa
2 —ajz
g T n 8.19
Tnt1 = T 2, + ajz2 ( )

Denne form siges at give en hurtigere konvergens. Naturligvis er det ogsa her
oplagt at bruge omradereduktion.

8.4 Polynomier

Polynomier bruges i hgj grad til at approximere funktioner med. Vi kender alle
polynomiumsraekken for exp(x), McLaurinraekken

2 .’173 1,4

€ :1‘|‘l‘+§+§+ﬂ“'
og der findes et hav af sadanne rackker i bogen Abramowitz & Stegun [3]. Tit
er der varianter, der egner sig bedst for visse argumentomrader. For eksempel
er der polynomiumsraekker for In(z) (flere varianter), In(1+ ) og In(Z2) mm.

z—1
(se Abramowitz & Stegun [3]).

(8.20)
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Effektiv evaluering af et polynomium

Et polynomium udtrykkes i formen
p(z) = ag + a1z + asx® + asx® + - + a,a” (8.21)
og det leder tanken umiddelbart hen til en programstump som denne

p = a(0)
Xpow = X
doi=1,n
p = p + a(i)*xpow
XpOW = XpOow * X
enddo

(forudsat at a(0:n) er erkleeret som raekke og at dens veerdier er kendte).
Denne algoritme bruger 2n multiplikationer samt n additioner, altsa har vi i
alt 3n flops. Vi undgar her at bruge de mere dyre potenser x**1i, men alligevel
kan man forbedre algoritmen, baseret pa omskrivningen af (8.22) i formen

p(x)=(-(apz+apn_1)r+ ap2)r+---+a))xr+ag, (8.22)
for eksempel for et fjerdegrads polynomium

p(z) = (((agx + az)x + ag)x + ay)x + ag - (8.23)
Det kan man programmere baglaens pa fglgende made

p=20
doi=mn, 1, -1

p = (pta(i)) * x
enddo

hvilket kun bruger 2n flops. Hvis n er stor, sparer det nogen computertid. Dette
er maske en af de ovennaevnte kuriosummer, da besparelsen pa det niveau er i
dag nok uden megen betydning. Det der muligvis teeller mere er, at algoritmen
ikke umiddelbart er lige sa nem at gennemskue end den forste, og det betyder
muligvis mere i overvejelserne end en besparelse pa ca. 30% cpu-tid.

Brug af Chebyshevpolynomier

Der er to anvendelser af Chebyshevpolynomier (se afsnittet 8.1) i forbindelse
med polynomiumsapproksimationer. Den ene betyder at vi kan forkorte poly-
nomiumsraekker og derfor gor dem (lidt) hurtigere at evaluere, og den anden
leverer en transformerede rackke som, med samme antal led, forgger regneprae-
cisionen.

Det forste af de to har det engelske navn “economised power series”. Me-
toden illustreres her ved hjelp af eksemplet (8.20) for eksponentialfunktionen.
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Lad os sige, at vi vil approksimere den med syv led i raekken. Vi skriver nu
fakulteterne ud, og bruger som start approksimationen

2 JZ‘B JZ‘4 1’5 JZ‘6

T roryr v

e~1+x+2+6+24+120+720. (8.24)
Notér tabellen af Chebyshevpolynomierne i (8.11). Lad os trackke fra summen
i (8.24) en mengde lig med %0% Vi ved, at Tg, lige som alle T,,, inden for
omradet [—1,+41] holder sig inden for omradet [—1,+1], og at derfor vores
subtraktion af denne term ikke betyder mere end m eller 0.000043. Er vi
tilfreds med en praecision pa 4 cifre, gor denne subtraktion ikke forskel. Men

se nu hvad formlen bliver til, nar vi sendrer den til

2?2 2® 2t 2 af

$%1 R i _ _ -

R T Y DT o0 (3.25)
h .

- (3225 —48z* + 1822 — 1
720><32(3:C 8x* + 18 ),

hvilket eliminerer termen i 2° og sa bliver til

e’ ~ 1.000043 + x + 0.49921927 + éx?’ 4 0.0437502 + Elox5 . (8.26)
Vi har altsa forkortet raekken om et led, og bibeholdt den gnskede praecision.
Vi kan blive ved og forkorte mere. Naturligvis er det et groft eksempel, og
normalt ville man angribe polynomiumsraekken et langt hgjere sted. Ogsa det
kan opfattes som kuriosum, da vi naeppe vinder ret meget cpu-tid med denne
fidus.

Den anden anvendelse af Chebyshevpolynomier er et erstatte et polynoni-
um med et andet, baseret pa Chebyshevraekker. Det giver en ny rackke med
samme antal led, men fejlen kan minimeres i vis grad. Igen bruger vi eksponen-
tialfunktionen som eksempel, denne gang kun som i (8.20) op til led med x*.
Alle potenser bliver erstattet med deres inverse Chebyshevudtryk set i tabellen
(8.13). Approximationen (8.20) bliver sa til

1 1 1
e ~Ty+ 1T+ —(T0+T2) + —(3T1 +T3) +—(3T0+4T2+"')

1 1
— (10T, To 4 - .- - (10T~ + 15T, & - -
+1920(01+5 3+ )+23040(00+52+ )+

hvor vi for alle terme har udeladt T}, for n > 3. Ved lidt besveer giver dette sa
den nye rackke

” & 1.2661T; + 1.1303T} + 0.2715T + 0.0443T; (8.28)

og, hvis vi gnsker at have det med potenser af argumentet x i stedet, kan vi
ekspandere alle T;, i folge tabellen (8.11), hvilket giver til sidst den nye formel

e” ~ 0.9946 + 0.9973z + 0.543022 + 0.17732° . (8.29)
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fejl

-0.02 1

-0.04 1

Figur 8.2: Fejlene af McLaurin (McL) og Chebyshevpolynomier (Ch) for
exp(z)

Fig. 8.2 viser forskellen mellem de to formler, McLaurin (8.20) gaende til z*
og (8.29). Den sidste har en fejl ved x = 0, men fejlene over omradet [—1, +1]
er generelt mindre end dem fra McLaurinformlen, og det har vi opnaet med et
feerre terme i approksimationen.

Minimax polynomier

Nar man vil tilpasse et polynomium P,(x) til en funktion f(x), uden at benytte
en McLaurinraekke, er der altid et optimalt polynomium, i den forstand, at det
har en minimum sterste fejl | P, (x) — f(x)| (absolut) eller |(P,(z)— f(z))/f(x)]
(relativ) i det omrade, funktionen skal tilpasses. Alle polynomier vil have en
fejlfunktion der varierer i omradet, og inden for det er der en maksimum magni-
tude i fejlen. Den skal naturligvis gerne minimeres, og et sakaldt minimaxpo-
lynomium er det, der ggr det bedst. Fike [7] giver en detaljeret beskrivelse
af, hvordan man kommer frem til sadan en approksimation, hvor man itera-
tivt finder bade polynomiets koefficienter og punkter i omradet, hvor der er
de storste udsving i fejlene. Leeseren er henvist til Fike [7] for detaljer. Her
ngjes vi med et yderst simpelt eksempel. Hvis vores funktion er y/z inden for
omradet [%, 1], og vi gerne vil tilpasse et forstegrads polynomium ag + a1z, sa
er det let at finde frem til, at minimax-funktionen er % + Sx, med 3 maksimale
relative fejl, ved x = %, 0.25 og 1. Fejlene er alle éns i storrelse, henholdsvis
%, —%, %, ca. 11%. Det virker ikke seerlig tilfredsstillende som approksimation;
men det giver en startveerdi for Newtonlgsningen beskrevet i afsnittet 8.3, som
kreever faerre iterationer til konvergens for de fleste argumenter i omradet.

Det er ofte sadan, som noteret i Press & al. [4], at et tilpasset Chebyshev-
polynomium er meget teet pa at veere minimax, og de er meget nemmere at
beregne. Se eksemplet i det foregaende afsnit.
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8.5 Asymptotiske raekker

Der er funktioner for hvilke det ikke er muligt at bruge omradereduktion, hvor
man altsa er ngdt til at evaluere en funktion for store argumenter. I disse tilfeel-
de kan en polynomiumsraekke vaere umulig at bruge. En sadan funktion er, for
eksempel, erfc, eller ogsa erf. Her benytter man tit raekker af inverse potenser,
kaldt asymptotiske raekker eller ekspansioner. Der er dog ogsa asymptotiske
raekker for funktioner som kan omradereduceres eller for hvilke der er andre
approksimationer.
Den generelle formel for en asymptotisk raekke er

f(@) m by + b~ + bz 4. (8.30)
For erfc er der raekken,
1 1 1-3 1-3-5
f = (1— =224+ —2 ..0) . (831
erfe(z) N ( AR R T ) (8.31)

For gammafunktionen, defineret ved

[(z) = /000 t*Lexp(—t)dt , (8.32)

er der (Abramowitz & Stegun [3]) et par polynomiumsrakker med forskellig
preaecision, samt en asymptotisk raekke for store argumenter.

8.6 Rationelle funktioner og kaedebrgker

Det engelske udtryk “rational functions” er her direkte oversat, og ligeledes er
“continued fractions” oversat til keedebrgker. De udggr endnu flere metoder til
at approksimere funktioner pa, og er fattet sammen her fordi de er relateret
til hinanden.

En rationel funktion er en brgk, hvor der er polynomier bade som teeller
og naevner, altsa generelt

f(a) ap + a1 + ayx® + -+ ap "
€T =
1+byx+byx?2+ -+ b,x™

(8.33)

(der er ingen by fordi det kan bare faktoriseres ud). Sadan en brgk kan, ved
(mgjsom) division konverteres til en kaedebrgk, som enten er afsluttet som i

a

f(z) =bo + (8.34)
a2
by +

a3

by +
Gy

bs +
b+
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eller som bare fortseetter, hvor man sa selv bestemmer, hvor den skal hugges
af.

Mange leerebgger bruger en anden made at preesentere disse (for bogtryk-
kere) vanskelige formler pa. Ovenstaende ligning (8.34) ofte trykkes saledes i
formen
ap Gz Gz Qq an
flx)="b

n . On 8.35
O bt byt byt byt b, (8.35)

(der er flere varianter, i lignende stil).
Et udtryk som (8.34) kan kodes i Fortran pa felgende made, gaende bagleens
nedefra:

sum = a(n) / b(n)
doi=n-1, 1, -1

sum = a(i) / (b(i) + sum)
enddo
func = b(0) + sum

Her blev den terminerende del startvaerdien af variablen sum. Rationelle brgkker
kan let evalueres pa samme vis som polynomier, som beskrevet ovenstaende
(8.22).

Som naevnt kan man tit konvertere en rationel funktion til en ksedebrgk
ved algebraisk division. Eksempler kan findes i Fike [7]. Det kan fore til lidt
mere enkelte udtryk, men ma siges i dag ikke at veere helt sa interessant som
det var inden computerens fremmarch.






Kapitel 9

Fouriertransformation

9.1 Indledning

Fouriertransformationen repraesenterer en saerdeles vigtig metode inden for
moderne databehandling og anvendes som et uundveerligt analytisk /numerisk
redskab i en lang rackke matematiske, fysiske og kemiske discipliner.

Forst beskrives der noget som ikke rigtigt er en Fouriertransformation, men
er relateret til den og belyser, hvad der foregar nar man benytter den.

Lad os bruge en cosinus- og sinustransformation pa nogle forskellige tri-
gonometriske funktioner af tiden ¢, h(t). Vi transformerer funktionen ved at
integrere den, ganget med cosinus- eller sinusfunktionen. Saledes har vi de to
formler

H.(f) = %/0 h(t) cos(2m ft) dt (9.1)
og
)= 7 /0 h(t) sin(2r ft) dt 9.2)

Her er f frekvensen, normalt i Hz eller s7! (men funktionen behgver ikke at
veere en funktion af tid). Ofte forkorter man udtrykkene ved at bruge vinkel-
frekvensen w = 27 f, som giver de mere kompakte formler

H(w) = % /0 h(t) coswt dt (9.3)
og
H(w) = %/OTh(t) sinwt dt . (9.4)

Disse transformationer afviger fra den egentlige Fouriertransformation idet de
er specifikke for cosinus og sinus, at der integreres over et begraenset tids-
omrade, samt at vi dividerer med tidsomradet T'. Det ggr det muligt for os at

91
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transformere rene trigonometriske funktioner over et begraenset omrade, som
ellers ikke (strengt sagt) kan fouriertransformeres.

Seet nu h(t) = coswt og T = 2w /w, dvs., vi integrerer over en hel periode
af funktionen h(t). Sa er det, ved opslag i tabeller af integraler, let at finde ud
af, at H.(w) = 3. Hvis vi derimod benytter (9.4), far vi resultatet Hy(w) = 0.

Hvis vi gentager processen for h(t) = sinwt, far vi det modsatte: nu er
H.(w) =0 og Hy(w) = 5 for alle veerdier af w (undtaget 0).

Nu lader vi funktionen veere en trigonometrisk funktion med en anden
frekvens, mens vi stadig ganger den med enten coswt eller sinwt: lad h(t) =
cos awt, med a # 1. Vi integrerer nu over et variabelt omrade [0, T]. Processen
kan gennemfgres ved hjeelp af identiteten

coszcosy = 1 (cos(z — y) + cos(x + y)) (9.5)

samt tabelopslag, og vi far endeligt at
(a+1)sin([a — 1wT) + (a — 1) sin([a + 1]wT)

He(w) = 2(a® — 1)wT

. (9.6)

Inspektion af resultatet viser at det er en aftagende funktion af 7', som gar
mod nul for store 7. Samme procedure for funktionen med vores sinustrans-
formation (9.4) giver et lignende resultat, igen lig nul for stor 7.

Her har vi leert noget. Hvis vi seetter h(t) = cosawt og lader a variere fra
nul opad, og satter T stor og til et multipel af 27, sa far vi at H.(w) er teet
pa nul, undtaget nar a = 1. Transformationen (9.3) reagerer altsa (for stor 7")
kun pa en cosinusbglge med samme frekvens w, og ikke pa andre frekvenser.
Desuden reagerer den heller ikke pa en sinusbglge, lige meget hvilken frekvens
den har. Analog med det, reagerer (9.4) kun pa en sinusbglge med samme
frekvens w, og ikke pa andre frekvenser eller en cosinusbglge.

Malesignaler bestar ofte, eller kan repraesenteres som, et antal cosinus- og
sinusbglger med forskellige frekvenser. Vi vil gerne finde amplituderne af disse
komponenter. Vi kan nu let se, at de to transformationer kan pille disse kom-
ponenter ud af sadan en blanding af bglger. Operationerne (9.3) og (9.4) er
linesere, dvs. transformationen af bh(t) giver b gange den for h(t). Hvis signalet
altsa bestar af en blanding af cosinusbglger med forskellige frekvenser, og vi
transformerer med variabel w og (9.3), hver gang vi rammer en w-veerdi der
matcher en af bglgene, er resultatet denne bglges (halverede) amplitude. Det
kalder vi for et spektrum.

Vi mangler kun en ting mere. Hvis vi nu lader vores funktion veere en
cosinusbglge med et faseskift: h(t) = cos(wt + 6), hvad er sa resultatet? Ved
at anvende (9.3) far vi nu at H.(w) = 1 cos 6, og at Hy(w) = $sin6 for alle w.
Nu reagerer begge transformationer, og resultaterne afspejler faseskiftet. Det
vil sige, at hvis vi anvender begge transformationer, far vi to tal, der giver
os information om den bglges amplitude samt dens faseforhold. Vi kan ogsa
udtrykke det som, at vi har opdelt bglgen i dens cosinus- og sinuskomponenter.
Det er altsa en god ide, at anvende begge transformationer samtidigt.

Vi er nu klar til den egentlige Fouriertransformation.
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9.2 Kontinuert Fouriertransformation

Vi holder os her til notationen i Press & al. [4]. Der er forskellige varianter for
hvordan Fouriertransformationen bliver praesenteret. En af definitionerne er

H(f)= / h h(t) et dt (9.7)

e}

og for inverset
by = [ ) e ag 9.9

hvori 4 = y/—1. Press & al. [4] har fortegnene i eksponentialdelene i denne
orden, men de fleste leerebgger definerer transformene med fortegnene byttet
om. Der er desuden mange varianter pa faktorer, integralerne kan ganges med,
men alle varianter kan bruges i praksis. Den forste af de to fgrer os fra tidsdo-
meenet til frekvensdomaenet, og den anden er dens inverse der fgrer os tilbage.
Vi skriver funktioner af tid med sma bogstaver, som h(t), og deres transform
H(f) med store. Her har vi nu integrationsgreenser der gar fra —oo til 400,
og det giver nogle begraensninger eller betingelser.
Hvis man husker identiteten

cosz +isinx = e (9.9)

sa kan man se, at integrationen (9.7) faktisk star for bade en cosinus- og
en sinustransformation, og at vi derved far begge transformationer samtidigt,
gemt i den reelle og den imagineere del af resultatet. Vi har altsa her at ggre
med komplekse tal; det geelder i princippet ogsa for h(t), som dog oftest er
reel. Men som vi ser senere, skal det i praksis repraesenteres som komplekstal,
oftest med et nul i den imaginaere del.

Vi bruger igen Press & al’s [4] notation, som repreaesenterer et transforma-
tionspar i form af

h(t) < H(f) (9.10)

som forenkler mange af de fglgende udtryk.

Betingelser

Der er nogle betingelser for at kunne udfgre disse operationer. Den mest vig-
tige, som er tilstreekkelig men ikke helt ngdvendig, er at selve funktionen h(t)
opfylder at

/Oo Ih(1)|dt < oo (9.11)

hvilket tilsyneladende udelukker de trigonometriske funktioner vi brugte i det
ovenstaende, samt nogle andre. Men betingelsen er ikke helt ngdvendig; den
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garanterer at transformationen kan lade sig ggre, men der er funktioner som
ikke opfylder betingelsen for hvilke der alligevel en transformation er mulig.
En af dem er sinc-funktionen sin(wt) /wt. Leeseren henvises til Brigham [8] for
de teoretiske detaljer. Men i praksis har vi at ggre med signaler (funktioner af
tid eller afstand) der er givet indenfor et begraenset omrade, og her integrerer
man sa med de limits der er givet. Dette giver ogsa et bindeled til den diskrete
transformation, der folger nedenfor. Men selv med de uendelige graenser kan
man komme frem til en transformation. Saledes siger man at hvis h(t) =
cos(27 fot), sa er H(f) to linjer ved f = Ffy, og af uendelig magnitude. Det
svarer til to “deltafunktioner” $(f F fo). Pa denne made har vi sa lov til at
tale om transformationerne af disse funktioner, selvom de ikke opfylder (9.11).

Nogle relationer

Press & al. [4] opstiller en tabel som kort og tydeligt forteeller nogle interessante
forhold, og vi fglger stilen:

Hvis ... sa...

h(t) er reel
h(t) er imaginger
h(t) er lig
h(t) er ulig
h(t) er reel og lig
h(t)
h(t)
h(t)

H(f) (dvs. H(f) er lig)
= —H(f) (dvs. H(f) er ulig)

f) er reel og lig

f) er imagineer og ulig
f) er imagineer og lig
f) er reel og ulig

t) er reel og ulig
t) er imaginaer og lig

H(—
H(—
H(—-
H(—-
H
H
H
t) er imagineger og ulig H

Notationen H*(f) betegner det komplekse komplement.

Folgende relationer er ogsa interessante:

ah(t) < aH(f) linearitet
h(t)+g(t) < H(f)+G(f) additivitet

h(at) = ‘014 H(L) tidsskalering

|117|h( ) & H(bf) frekvensskalering
h(t —to) & H(f)e?m/to tidsforskydning
h(t)e=®2mot  «  H(f — fo) frekvensforskydning
() & (—2rf)"H(f) differentiering
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Foldning
To funktioner, h(t) og g(t), foldes efter definitionen

[e.e]

h(t) x g(t) = / g(T)h(t — T)dT . (9.12)
Denne operation, for et omrade af t, er tidskreevende, men kan lempes pa basis
af transformationsparret

h(t) x g(t) = G(f) H(f) = H(f) G(]) (9-13)

dvs. kan beregnes i frekvensdomeenet ved simpel multiplikation af de to funk-
tioners transformer. Det er mindre regnetungt takket veere den hurtige FFT,
som beskreves nedenfor.

Korrelation

Korrelation mellem to funktioner er relateret til foldning, og ogsa her er der
en nyttig transformsammenhaeng. Korrelation er defineret ved

corr(g, h) = /_oo g(t +71)h(r)dr (9.14)

[e.9]

og her er transformationsparret
corr(g, h) & G(f) H*(f) . (9.15)

Hvis de to funktioner er forskellige, er der tale om krydskorrelation, for et
omrade ¢, og nar de to funktioner er den samme funktion, taler vi om en
autokorrelation. Det kan opfattes som en funktion af ¢, som giver et udsagn om,
hvor hvidt funktionen ligner sig selv pa en afstand t. Hvis, for eksempel, vi har
en cosinusbglge og t = 27ty (dvs. en afstand pa en hel bglgeleengde), sa ligner
funktionen fulsteendig sig selv der (det giver jo det samme som funktionen i
anden cos® wty); hvilket giver en “autokorrelation” pa 1. Derimod er det modsat
for t = ty, hvor autokorrelationen er lig -1, og for t = %ﬂ'to er den lig nul.
Autokorrelationskoefficienten er defineret for en kontinueert funktion som

T—o00

r(r) = lim % /O ' h(t)h(t + 7)dt (9.16)

hvor vi nu bruger 7 som symbolet for afstanden. Denne formel sendres for en
diskret sekvens af laengde n (se naeste afsnit) til

1 n—r
r(r) = > hihigr (9.17)
=1

n—rT 4
Grunden til at lade i lgbe kun til n — 7 er selvfglgeligt, at der ellers ikke er en
veerdi ved indekset ¢+ 7. Denne formel, som for store n er regnetung, kan ifglge

sammenhangen mellem autokorrelation og power spektrum beregnes effektiv
ved hjeelp af den diskrete Fouriertransform.
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9.3 Diskrete Fouriertransformation DFT

Vi har ofte at gore med sakaldte tidssekvenser eller generelt sekvenser af
maletal malt i samme afstand i den uathaengige variabel, som tit er tid. Her er
der altsa tale om sekvenser af tal. De repraesenterer punkter eller “samples”
hi. pa en underliggende kontinuaerte funktion A(t). Man siger at sekvensen er
“samplet” i tidsdomeenet med en vis samplingafstand dt eller med en sam-
plingsfekvens f, = 6¢~1. Vi vil nu gerne beregne en Fouriertransform af sadan
en sekvens, som gerne skulle ligne Fouriertransformationen af funktionen. Vi
skal altsa lave den kontinueerte definition om til en diskret implementering af
integralerne (9.7) og (9.8). Det er klart, at vi ikke integrerer fra —oo til +oo,
og vores sekvens er heller ikke uendeligt lang. En skjult antagelse her er, at
sekvensen hy,k =0... N — 1 gentager sig selv uendeligt.

Inden vi gar i gang, ma vi etablere nogle vigtige sammenhaeng mellem
stgrrelser i tidsdomeenet og frekvensdomeenet. I tidsdomeaenet er der N punkter
hi,k =0,... N—1, og sekvensen svarer til et omrade af leengden 7. Numme-
reringen gar fra 0... N —1, for at lette udtrykket for transformationen. Det
vil sige, at intervallerne 6t er lige med T'/N (vi holder os her til ideen af en
tidssekvens, selv om der ogsa kan opsta sekvenser hen af en anden dimension,
som for eksempel afstand; sa er der andre symboler, men alt bliver behandlet
tilsvarende som her). Nar man transformerer sadan en sekvens, far man en ny
sekvens af punkter i spektrummet, hvor den ny underliggende uatheengige va-
riabel er frekvens f (eller generelt den inverse af dimensionen af den originale
sekvens). De to uathaengige variabler er ikke med i sekvenserne; de er noget, vi
selv ma veere opmaerksom pa. Det vil sige, vi skal kende T og 6t. En ting, der
komplicerer sagen er, at spektrummet er en funktion af en frekvensvariabel,
som gar fra en negativ veerdi, over nul, til en positiv veerdi, og ogsa det ma vi
holde i gjnene. Den mindste frekvens, der kan veere i en tidssekvens, er den der
svarer til netop en hel bglgeleengde over hele sekvensens leengde. Den mindste
frekvens er altsa T—!. Alle andre frekvenser er multipler af denne veerdi, som vi
kalder of. Spektrummet bestar af N punkter Hy, k = —%, e % — 1, geeldene
for frekvenser fy, og de lgber fra —44f igennem nul og op til (3 — 1)df.

Her er en opsummering af det ovenstaende:

e Tidssekvensen er hy, k=0,... N—1
e Sekvensen svarer til tiderne t, = kot,k =0,... N—1.

Den totale tid er T' = Ndt.

Samplingintervallerne §t = L.

° N
e Spektrumsekvensen er Hy, k = —%, . % — 1.
e Spekrummet svarer til frequenserne fi, —5df, ... (5 — 1)df

Frekvensintervallerne §f = %
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e Samplingfrekvens f, = é.

De kontinuerte integraler (9.7) og (9.8) kan nu udtrykkes i diskret form som
summer. Vi mindes om, at sekvensen, der transformeres, i sig selv ikke beerer
information om samplingintervallene; disse tages derfor som vaerende lige med
1. Den maksimale tid 7" er saledes lig med N. Det medfgrer at §f = N~!. Man
skal selv skalere frekvenserne i spektrummet. Formlerne er

=

T
I

hy.e 2kt (9.18)

B
Il
o

og, da fr = kdf = k/N og t; = jét = j, bliver det til
Hj =Y hyem kN (9.19)

Bemaerk at vi bor gange summen med 0¢, men det er jo lig med 1. Den inverse
transform er

hj =) Hye rieli (9.20)

og det bliver til den tilsvarende

>
I

Hye 2mik/N- (9.21)
0

i

Hver af de to formler skal udfores for alle mulige (dvs. N) fy. eller ¢, og for hver
af dem skal der udregnes N eksponentialer. Det giver i alt N? regnestykker,
hvoraf eksponentialerne tager den meste regnetid. De to former kaldes DFT
efter den diskrete Fouriertransformation.

Der er et lille forbedringstrick: Det vi ggr her er at erstatte et integral af
en sum, der viser sig at veere baseret pa blokintegration. Det er den mindst
eksakte metode at integrere pa. Fra kapitel 3 ved vi imidlertid, at trapezformlen
er meget bedre, og at den er naesten det samme som blokformlen, blot at
den forste og sidste veerdi i sekvensen veegtes med en faktor % Det kan vi
sikre simpelthen ved at halvere de to veerdier i sekvensen, og sa far vi et
bedre resultat. I praksis skal man selv sgrge for dette, fordi de professionelle
computerrutiner for en DFT (eller, som folger, FFT) ikke fortager sadanne
halveringer selv.

Der er en yderligere mindre komplikation her. Nar der bliver udfgrt trans-
formationen (9.19) for alle frekvenser, har vi en spektrumssekvens. Den er
imidlertid i en meerkelig raekkefolge, se Fig. 9.1. De forste N/2 punkter i H(f)-
sekvensen star, som maske forventet, for frekvenserne 0, df, 20f, .. ., (g —1)df.
Men der var jo ogsa punkterne med negative frekvenser, og de kommer sa i
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0 1 N-1
O L]
0 5t . (N-1)dt
)
0 1 31 . ! N-1
e L] R L]
o o (e Nof (Yeer o o

Figur 9.1: Nummerering og orden ved Fouriertransformation. Hver kasse er
delt i den reele og imaginaere del. I frekvensdomaenet kommer de
positive frekvenser fgrst, efterfulgt i anden halvdel af de negative.

den anden halvdel, gaende i raekkefglgen —%5]“, (—% + 1)df,...,—of . Hvis
man vil have et spektrum ud af denne sekvens, ma man bytte om pa de
to halvdele, sa man far punkter svarende til frekvensraekken —%5]“, (—% +
1)of, ..., —0f,0,8f,25f,... (5 — 1)of.

Vi har at ggre med komplekse tal i begge domaener. Og til sidst er der et
skaleringsaspekt. Man skulle kunne transformere fra tidsdomaenet, sekvensen
h, til frekvensdomeenet H og tilbage igen. Nar man ggr dette, finder man ud
af, at de oprindelige veerdier er nu ganget med N. Det skal man veere bevidst
pa hvis selve skaleringen er vigtig. Normalt betyder det ikke noget.

Fast Fouriertransform FFT

En Fouriertransformation udfert efter ligningerne (9.19) eller (9.21) kreever,
for en sekvens af N punkter, N? multiplikationer og, veerre endnu, lige sa
mange beregninger af eksponentialer. Det kan blive rigtigt regnetungt, nar N
bliver stor. Der er heldigvis metoder til drastisk at forkorte processen. Den
ene blev opdaget af Runge allerede i 1903 [9]. Han konstaterede, at der ikke
er N? forskellige eksponentialvaerdier at beregne, men kun N, fordi mange af
dem kan bringes ned pa de forste N. Hvis argumentet i e®® overgar i2m, sa kan
man bare traekke i27 fra argumentet, og sa havner man pa et argument man
allerede har regnet med. Det letter regningen betydeligt.

En anden made at lette processen beskrives i Press et al. [4] og er baseret
pa en opdagelse af Danielson og Lanczos i 1942 [10]. Kort sagt gar det ud pa,
at man kan splitte en Fouriertransformation af NV punkter op i to, hver af N/2
punkter, som bestar af reekken af dem med lig nummerering H®| og rsekken
af dem med ulig nummerering, H™. Formlen er

H(j) = HV(j) + N HM () | (9.22)

Hvis man ggr det bare én gang, har man allerede sparet meget regning, fordi
man nu kun har med N?/4 operationer at ggre. Men det standser ikke her.
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Seetningen geelder ogsa de halve dele, som ogsa kan splittes op i yderligere halv-
dele, osv. Det kraever en del administration, at holde orden i eksponentialerne
og hvad der skal ganges med og laegges sammen med hvad, men det ender med,
at det kraever blot N log, N operationer. Hvis for eksempel N = 1000, taler
vi her om 10® operationer for DFT, og kun ca. 10* for den forbedrede algorit-
me, som har navnet Fast Fourier Transform eller FFT. Den interesserede
laeser henvises til Press & al. [4] eller Brigham [8] for en neermere bekrivelse af
algoritmen. Enderesultatet er selvfglgeligt preecist den samme sekvens af tal,
som ved DFT.

For at FFT’en skulle veere mest effektiv, bgr antallet af punkterne i se-
kvensen veere en potens af 2, dvs. N = 2.

9.4 Et eksempel

For at belyse det ovenstaende, kommer der her en gennemgang af et konkret
eksempel. Der foreligger en datafil bestaende af (z, h) koordinater, hvor = er
afstanden fra startpunktet i nm af en nal, der fgres hen over overfladen af en Ni-
krystal, hvor der blev lagt Au pa. Nalen gar op og ned sa den skgjter hen over
atomerne, og h er hgjden af nalespidsen. Fig. 9.2 viser signalet, som bestar af
256 malepunkter, der straekker sig over en total afstand X = 10.33 nm. Dette
er et signal fra et sakaldt scanning tunnelling microscope eller STM. Der er dog
en vis usikkerhed i malingerne, og Fouriertransformationen kan nu benyttes til
at finde de gennemsnitlige afstande mellem Ni-atomer og de paliggende Au-
atomer. Figuren viser ret tydeligt, at der er to forskellige afstande mellem
toppene. Vi kan se, at der er korte og lengere bglger. Vi kan allerede nu fa
et skgn over afstandene ved at teelle antallet af bglger. Af de korte bolger er
der 31, og af de lange er der ca. 5. Det giver afstandene (bglgeleengderne) pa
henholdsvis 0.32 og 2 nm. Vi kommer til at forfine disse veerdier. Problemet her

1.2+

0.8+

h(x)
0.6
0.4

0.2

0 2 4 6 8 10
x/nm

Figur 9.2: STM-signal, nalens hgjde h som funktion af afstand z
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er, at afstandene fra top til top varierer, sa vores skon er ikke seerlig ngjagtigt.

Vi har altsa folgende oplysninger om signalet, som vi skal bruge:
e X =10.33 nm (den totale afstand)

e Det giver en minimum frekvens ¢f = 1/X =1/10.33 nm™'.

Der er 256 punkter, og sa er dx = X/256 = 10.33/256.

Samplingfrekvens er f, = 1/dz = 256/10.33 nm™1.

Den maksimale frekvens er F,,,, = 1/(2dz) = 128/10.33. Den svarer til
bolgeleengden af 2dx.

Den gennemsnitlige afstand mellem atomerne vil give udslag i spektrum-
met, som gerne skulle have ret skarpe toppe ved de frekvenser (her i nm™1)
som er de inverse afstande. Vi tager derfor en Fouriertransformation af sig-
nalet, som fgrst skal gemmes vaek i et array af typen complex. Fig. 9.3 viser
bade den reelle og imaginere del af det resulterende spektrum. Den mindste
frekvens er 10.337! og den sterste frekvens, med de 256 punkter vi har, er
derfor 127.5/10.33 eller ca. 12.3. Der er dog ikke meget at se udenfor omradet
[—5, 5], og det er blevet udeladt.

En bemerkning om frekvensaksen er pa plads her. Den er blevet beregnet,
ud fra at §f = 1/10.33 og at N = 256. Det der bliver Fouriertransformeret er
kun sekvensen af h-veerdierne, og der ligger ingen information i spektrummet

0.6

0.4+
Re(H)
0.2

0.2
0.1 : : : : :
'm(H)OMMA/\/WbJV
01 | | | | |
-4 2 om0 2 4

Figur 9.3: Fourier-spektrummet H af signalet i Fig. 9.2. (a): den reelle kom-
ponente og (b), den imaginaere.
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Figur 9.4: Powerspektrummet beregnet fra spektrummet vist i Fig. 9.3

om frekvenserne. Spektrumssekvensen H er bare nummereret 0...255, og vi
ma selv oversaette disse til frekvenser (se ogsa Fig. 9.1).

Vi bemaerker, i den reelle del af spektrummet, en hgj top ved f = 0. Den
afspejler middelveerdien af signalet h, som ogsa er klart fra ligning (9.19). Vi
skal fjerne denne veerdi senere. Derudover ser vi to flere toppe, men de er ikke
serlig tydelige; de ligger henholdsvis ved ca. 0.5 og 3, som svarer til afstandene
ca. 2 og 0.33 nm.

Nu konverterer vi det komplekse spektrum til et powerspektrum, ved at
bruge, for hvert element, formlen

®*(j) = [H(5)[* (9.23)

hvilket giver en sekvens af power-veerdier, vist i Fig. 9.4, hvor vi nu kun viser
den halvdel af spektrummet, der svarer til positive frekvenser. Det nul’te ele-
ment, som stadig indeholder kvadradet af middelveerdien, er ikke vist. Nu ser
vi ret tydelige toppe, hvis position vi kan male. De ligger meget taet pa hen-
holdsvis 0.5 og 3 nm™!, som svarer til vores ovenstaende skgn pa afstandene
2.0 og 0.33 nm.

En sidste ting vi kan ggre, er at beregne autokorrelationsfunktionen. Sig-
nalet bestar jo af periodiske bglger, og de skulle afspejles i r(7) som toppe
som ogsa er periodiske, med samme perioder. Man ved, at r(0) = 1, og vi
kan derfor skalere hele r-sekvensen ved at dividere med 7(0). Vi igen bereg-
ner z-aksen, ud fra at dx = 10.33/255 og ellers nummereringen af sekvensen.
Godt nok ser vi (Fig. 9.5) periodiciteten, men kurven ligger oppe ved 1, hvilket
skyldes middelveerdien, som ikke blev fjernet. Der bgr jo veere nogle negati-
ve r-vaerdier. Sa renser vi powerspekrummet for middelveerdien, ved at seette
®(0) = 0. Fig. 9.6 viser resultatet. Nu beveeger r sig mellem -1 og +1, som det
skal, og vi kan benytte figuren til igen at male afstandene. Vi teeller 15 korte
bolger over afstanden 5 nm, hvilket giver 0.33 nm; og af de lange bglger er der
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Figur 9.5: Autokorrelationsfunktion beregnet fra powerspektrummet vist i
Fig. 9.4, uden nulstilling ved f = 0.

2 op til ca. x = 4.2, sa de har leengden 2.1 nm (der er dog lidt mere usikkerhed
pa den vaerdi).

9.5 Sampling og aliasing

Nar man tager samples af et kontinuert signal, skal man veere opmeerksom
pa samplingfrekvensen f, eller samplingintervallerne 6t = f;!. Det forklares
lettest pa fglgende made. Hvis signalet indeholder komponenter op til en vis
hgjeste frekvens f,,.., sa skal sekvensen af samples kunne nogenlunde fglge med
denne komponente. Hvis man ikke sampler tilstraekkelig tit, sa opstar der den
meerkelige effekt kaldt aliasing. Fig. 9.7 viser den situation. Den trukne linje er
en sinusbglge, og punkterne er samples af kurven, med intervallerne lidt stgrre
end bglgeleengden. Det igjnefaldene er, at punkterne danner en sinusbglge med
en frekvens, der ikke har med kurvens frekvens at gore. De repraesenterer slet

Figur 9.6: Autokorrelationsfunktion beregnet fra powerspektrummet vist i
Fig. 9.4, efter nulstilling ved f = 0.
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ikke kurven. Fig. 9.8 er derimod et eksempel pa tilstreekkelig sampling, hvor
der er flere samples for hver bglge. Hvis man traekker en kurve igennem disse
punkter, repraesenterer den resulterende kurve den oprindelige rimelig godt.
Betingelsen for tilstraekkelig sampling er, at der er mindst to samples per
bolge for den hgjeste frekvens indeholdt i det samplede signal. Det vil sige,

fs 2 2fimaa - (9.24)

Dette kaldes Nyquist-criteriet. Der er to praktiske mader at opfylde criteriet.
Den ene er fgrst at finde ud af, hvad f,,.. er, og sa at satte f, passende. Den
anden, som tit opstar nar man har en maksimum mulig samplingfrekvens eller
vil begreense antallet af samples er, at pille ved f,,., med hjelp af filtrering af
det malte signal. Det burde man i al fald ggre, for at sikre sig, at der ikke er
nogle tilfaeldige hgjfrekvente komponenter som ville ggre samplingfrekvensen
for lav. Filtrering er et omfattende tema, delvis behandlet i kap. 10.

Figur 9.7: Aliasing af en sinusbglge under utilstraekkelig sampling

Figur 9.8: Sinusbglge med tilstraekkelig sampling






Kapitel 10

Digital Signalbehandling

Under digitale signaler forstar vi sekvenser af punkter, der repraesenterer en un-
derliggende kontinuerte funktion eller signal. Punkterne kan komme fra “sam-
pling” af et fysisk signal eller fra en beregning. Da veerdierne bestar af en serie
af diskrete punkter, taler man om en diskret sekvens eller, hvis afstandene er
i tid, en tisdserie (eng.: time series). Lige som der er fysiske metoder for at
behandle elektriske signaler (filtrering, glatning, differentiering mm.), findes
der digitale metoder for de samme operationer. Emnet falder under digital sig-
nalbehandling (eng.: digital signal processing). Der er mange leerebgger med
det udtryk som titel, og der beskrives her nogle af de basale koncepter.

10.1 Filtrering

Ordet filtrering betyder i praksis oftest glatning af et diskret signal. Her be-
skrives der nogle af de gaengse filtre. De er: middelveerdi-, mindste-kvadraters-
og rekursive filtre. Alle disse filtre falder teknisk set i de to store kategorier
“finite impulse response” (FIR) eller “infinite impulse response” (IIR) filtre.

Lad os sige, vi har en sekvens af N veerdier s;,7 = 1... N, og vil filtrere den
til en ny sekvens u;,7 = 1... N, kaldt responsen. Generelt kan man udtrykke
ethvert digitalt filter i formen

i+m i+m
wi= Y agup+ Y besy (10.1)
k=i—m k=i—m

hvor m er et halv-vindue, dvs, vi filtrer med et “vindue” af bredden w = 2m+1.
Hvis nogle af koefficienterne a; er forskellige fra nul, har vi at ggre med et IIR
filter, fordi man, for hver i, bruger u; veerdier, som er allerede nyberegnede
filterresponser. Det fgrer med sig “IIR” feenomenet, som vil sige, at en given
s; veerdi vil producere en respons ved alle filterpunkter u; fremover. Hvis man
for eksempel forestiller sig en sekvens af punkter, 1,0,0,...0, og et filter som
er ren [IR, fz.

U; = 0.5UZ‘_1 (Ul = 81) (102)

105
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sa vil man se at responsen er sekvensen 1, 0.5,0.25, ... (%)N_l, og det er tydeligt,
at det ene 1-tal kan “meerkes” i hele respons-sekvensen. Hvis derimod alle a;

er lige nul, sa har vi et FIR filter. Den samme sekvens med filtret
U; = Sj—1 + 8; + Si+1 (’LL1 = 81) (103)

sa er responsen 1,1,0,...,0, dvs. at 1-tallet har fort til en respons der kun
varer et enkelt interval.

I det folgende beskrives der de to slags filtre, under tre grupper. Som ek-
sempel tjener en sekvens af 256 punkter, set i Fig.10.1, en gaussisk curve belagt
med gaussisk stgj (det betyder, at selve stgjet er normalfordelt).

Middelvaerdifilter

Et middelveerdifilter gar over sekvensen og for hvert punkt er responsen mid-
delvaerdien af sekvensen taget over et vindue (bredden w = 2m + 1). Formlen
er altsa

1 i+m

= , 10.4

Dette filter er en FIR type. I praksis er der et mindre problem ved enderne,
hvor der ikke er punkter nok til at danne summen. Her begynder man med
m = 0 for u;, m = 1 for uy (3 punkter), og sa fremdeles, indtil man har
de gnskede w punkter. Nar man naermer sig enden af sekvensen, lader man
vinduet atter skrumpe ind i modsat forstand. Fig. 10.2 viser resultatet af at
filtrere kurven vist i Fig. 10.1, glattet med henholdsvis w = 5 og w = 19 (w
er ulig). Dette filter er simpelt at programmere, men ikke serlig god. Den har
den ulempe at presse signaltoppe ned, som kan ses i Figuren for w = 19.

0 A o e it

Figur 10.1: Signal med stgj pa
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Figur 10.2: Signal i Fig. 10.1 glattet med middleveerdifilter

Mindste-kvadraters filtre

Arsagen til at middelveerdifiltret trykker toppe ned er klart, at den ikke kan
folge med kurven. Det kan derimod det filter, der er baseret pa at man, for hvert
vindue, tilpasser et mindre-kvadraters polynom, og lader den nye, respons-,
veerdi blive veerdien ved midten af vinduet pa polynomiet. Man tilpasser som
regel parabler eller kubikfunktionen, fordi jo hgjere man gar op i ordenen af
polynomiet, jo mere ville den fglge med de svingninger i s, som man jo gerne
vil udglatte. Dette filter er ogsa af typen FIR. Man behgver ikke beregne
koefficienterne for hvert vindue, hvilket ville ggre filtret meget ueffektivt. Det
undgar man idet man kan forudberegne et antal koefficienter by for et givet
polynom. Et relativt simple eksempel viser, hvordan de beregnes.

Lad os sige, vi har 5 punkter i et vindue, og vi centrerer, for nemheds skyld,
vinduet, sa punkterne befinder sig ved z;,i = 1,...5, og de er —2,—1,0,1, 2.
Vi har ved disse positioner ukendte (altsa, generelle) veerdier s;,i = 1,...,5.
Vi vil tilpasse en parabel til de fem punkter, dvs. funktionen

U= ag+ ax + ayr’ . (10.5)

Mindste kvadrater er beskrevet i Kap. 6, og her far vi sa de tre udtryk for
koefficienterne

5
—2 Z (y —ay — a1x; — agx?> =0

i —ag — a1 — asx> )x; = 0 10.6
Yi i

ﬁ%m

=1

ﬁ%m

2
(yz—ao—alxl—agx )xl =0

@
Il
—_



108 KAPITEL 10. DIGITAL SIGNALBEHANDLING

som vi kan omskrive, ved at pille terme fra hinanden og omrokere lidt, til

a021 —I—alzxi—l—aQZx? = Zyz
aOZ:pi +a12:p? +a22x? = Z:pzyz (10.7)
aOZ:U?jLalZ:cf—l—aQZx? = Z:cfyl

(summerne er skrevet uden graenserne for overskuelighed). Vi kender alle z;,
og kan sztte dem ind i de venstre sider. Gor vi dette, far vi

5&0 +10a2 = Z Yi
10aq +3day = Y alyi.

Vi er kun interesseret i den ene koefficient ag, fordi vi vil kun have den ene
veerdi pa parablen ved x = 0. Det er let at lgse systemet for at fa resultatet

1
a0 = g( — 3y + 12y + 17ys + 12y, — 3y5> . (10.9)

For at bruge dette som filter, skal vi bare ga over ethvert vindue og anvende
disse koefficienter i filterformlen

1

— %( 3859 4+ 125 + 178 + 125,41 — 3s,~+2> . (10.10)

U
Det tunge arbejde her var at beregne koefficiencerte, og hvis vi gger w, bliver
det veerre endnu. Alt det er blevet gjort og praesenteres i nogle store tabeller i
den kemiske klassiker Savitsky og Golay [11]. Sadanne filtre er kaldt efter de to

O A Aadd A

Figur 10.3: Signal i Fig. 10.1 glattet med mindste-kvadraters-filter
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a=0.3 a=0.9

O walh Aesoin

Figur 10.4: Rekursiv IIR filter, med a som vist

forfattere, altsa Savitsky-Golay filtre. Tabellerne indeholder ogsa koefficienter
for differentiering af sekvenser, se nedenfor.

Fig. 10.3 viser resultatet for en tilpasset parabel, med to vinduesbredder.
Filtret virker ikke sa meget bedre i glatningsforstand, men den presser ikke
toppen ned, hvilket er en fordel.

Rekursive (IIR) filtre

Som neevnt ovenpa, er et rekursiv eller IIR filter et, som har nogle af a-
koefficienterne forskellige fra nul i den generel filterligning (10.1). Et eksempel
er

U; = OU; 1 + (1 — Oé)Si . (1011)

Jo sterre a er, desto mere genbruger filteralgoritmen allerede beregende u-
veerdier.

Fig. 10.4 viser resultatet. Ved a = 0.3 er der ikke meget glatning, men det
er der for a = 0.9. Til gengaeld kan det tydeligt ses, at toppen er blevet flyttet
til hgjre og formindsket. Filteret opforer sig som et analogfilter. Faktisk er dette
filter en diskret approksimation til et sakaldt lowpass filter man kan realisere
i elektronik, som vist i Fig. 10.5. Dette filter har en tidskonstant lige med
RC, hvilket betyder at det har en skeeringsfrekvens w, lige med (RC')™!. Det
er ved denne frekvens at signalets Fouriertransform begynder at dale nedad.

e ®
R Lo

O T O

Figur 10.5: Analog low-pass filter
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Figur 10.6: Fem-punkts mindste kvadraters differentierede

Frekvensen er relativ til samplingfrekvensen, her antaget som lige med 1. Vi
vender tilbage til filtrenes frekvensspektra nedenfor.

Differentiering

Man kan ogsa differentiere et diskret signal. En made at gore det pa er at anven-
de et tilpassede polynom beskrevet i Sect. 10.1, for eksempel parablen (10.5).
For et centreret seet punkter behgver vi altsa koefficienten aq, og fra lignings-
seettet (10.8) far vi, for en fempunktsparabel,

1
= 15( =291 — 12+ ys — 25) (10.12)
(leeg meerke til at det midterste punkt indgar ikke i ligningen). For en simpel
trepunktsapproksimation far vi

1
u; = 5( — 1+ ys) (10.13)

som kan opfattes som haeldningen af en ret linje trukket mellem punkterne 1 og
3. Der har veeret instrumenter, som benytter en endnu mere simpel algoritme:

Ui = —y1 + 4 (10.14)

som jo ogsa er en haldning. Den formel har den ulempe at den faktisk hgrer
til punkterne midtvejs imellem eksisterende punkter, sa sekvensen u' bliver
forskudt om et halvt interval.

I Fig. 10.6 ses den differentierede kurve fra Fig. 10.1, hvor fempunktspa-
rablen blev anvendt.

Artiklen af Savitsky og Golay indeholder ogsa tabeller over koefficienter for
multipunkt-differentiering.
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Figur 10.7: Tilfeeldig stgj (a) og dens powerspektrum (b)
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le-04 0.001 001 0.1 1le-04 0001 001 0.1

f f

Figur 10.8: Powerspektrum af (a) [IR-fitrerede tilfeeldig stgj, o = 0.9, og (b)
FIR-filtrerede, 19-pkt parabel

10.2 Frekvensspektra eller filterrespons

Man er tit interesseret i at styre frekvens- eller powerspektrummet af et signal
der skal filtreres, eller selve filtrets respons i frekvens-forstand. Man tegner
filtrets respons som funktion af frekvens, og designer sig et filter der har den
gnskede respons. Hvad responsen er, kan man finde ud af ud fra filtrets formel.
Fig. 10.7(a) viser en sekvens af tal, bestaende af tilfeeldig (gaussisk) fordelt
stgj. Det er ufiltreret, og derfor kaldes “hvid stgj”, og skulle have et jeevnt
powerspektrum. Fig. 10.7(b) viser sa selve powerspektrummet af dette signal.
Man plejer at praesentere det i en log-log-skala. Spektrummet er nogenlunde
jeevn, som det skal veere. Dus, at signalet indeholder nogenlunde ens intensi-
teter for alle mulige frekvenser. Nar vi sa filtrerer signalet, skulle vi kunne se
effekten i spektrummet.

I Fig. 10.8(a) ser vi effekten af det simple ITR-filter (10.11) med « sat til 0.9.
Man kan tydeligt se at spektrummet begynder at dale ved frekvensen ca. 0.02,
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som svarer til en bglgeleengde af ca. 50 sampling intervaller. Frekvensen hvor
det begynder at dale er “kneekfrekvensen”. I Fig. 10.8(b) ser vi sa resultatet af
at filtrere signalet med et FIR-filter, hvor en parabel blev tilpasset 19 punkter
ad gangen. Knakfrekvensen er nogenlunde den samme som for ITR-filtrets.

Man kan, ved hjeelp af z-transformationsteori, som gar ud over denne ram-
me, bestemme responsen for ethvert digitalt filter. For de to ovennaevnte, det
simple IIR (10.11) er resultatet at knaekfrekvensen er ca. lige med (1—a«)/27a.
I eksemplet var o = 0.9, og det passer ret godt med knaekfrekvensen 0.02, vi
observerede fra Fig. 10.8(a). For en parabel over N punkter er knaekfrekvensen
ca. 0.5/N.
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